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Abstract- One of the most popular problems in graph theory is the Hamiltonian path or cycle problem. This 

problem is NP-complete for general graphs and even some classes of graphs, including general grid graphs. In 

this paper, we study the problem of finding a Hamiltonian path between two given vertices 𝑠 and 𝑡 in even-sized 

T-shaped grid graphs, which is special case of grid graphs. This problem has many applications including in 

sweeping robots and in parallel processing. In this paper, first we give necessary conditions for the existence of 

Hamiltonian paths and cycles, then we present a linear-time algorithm for solving these problems.  
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 از برخی حتیو  عمومی هایگراف برای مساأله اين.  اسا  همیلتونیيا دور  مسایر لهأمسا ،نظريه گراف در مشاوور مساايل از يکی -چکیده

و  𝑠 معین رأس دو بین همیلتونی یرسام کردنمساأله پیدا مقاله، اين در. اسا  کامل-NP عمومی توری هایگراف جمله از گراف هایکلاس

𝑡 توری  هایگراف درT-اين مساأله کاربردهای متتلیی از  شاود.بررسای می اسا ، توری هایگراف از خاصای حال  که زوج، اندازه با شاکل

ساایر و دورو پردازش موازی  های جاروکننده جمله در ربات شاارايلا مزب برای اينکه م شااته  دارد. در اين مقاله، ابتدا  همیلتونی وجود دا

 . شودر همیلتونی ارائه مین خطی بر حسب اندازه گراف برای حل مسأله مسیر و دوشود، سپس يک الگوريتم زماباشد بیان می

 کامل.-NPشکل، مسیر همیلتونی، دور همیلتونی، -𝐓گراف توری، گراف توری  ی کلیدی:هاواژه

 

 مقدمه -1

است که مجموعه گرافی  ∞𝐺دو بعدی نامتناهی صحیح یک توری

و دو  استی نقاط صفحه با مختصات صحیح رئوس آن شامل همه

هم متصل هستند اگر و تنها اگر فاصله ه رأس از طریق یک یال ب

 ∞𝐺یک زیرگراف از  𝐺𝑔گراف توری باشد.  1ها اقلیدسی بین آن

حفره یک گراف توری است که هر وجه است. گراف توری بدون

1آن یک مربع داخلی  × دار یک گراف است. گراف توری حفره 1

1های داخلی آن یک مربع توری است که برخی از وجه × نیست.  1

یک گراف توری است که توسط  ، 𝑅(𝑚,𝑛)یلی اف توری مستطگر

𝑚یک مستطیل  × 𝑛  الف( را ببینید(. 1)شکل محصور شده است(

گراف زیر یک یک گراف توری است که با حذف شکل-Lگراف توری 

های یک گراف توری از یکی از گوشه 𝑅(𝑘,𝑙)  توری مستطیلی

𝑘، به طوری که 𝑅(𝑚,𝑛)مستطیلی  < 𝑚  و𝑙 < 𝑛 ایجاد است ،

  )ب( را ببینید(.1شکل )شود می

است که با حذف دو زیرگراف  شکل یک گراف توری-Tگراف توری 

مجاور یک گراف  گوشه از دو 𝑅𝑙(𝑘1,𝑙)و  𝑅𝑟(𝑘2,𝑙)توری مستطیلی 

𝑘1که  ، به طوری𝑅(𝑚,𝑛)توری مستطیلی  + 𝑘2 < 𝑚  و𝑙 < 𝑛 

 را ببینید(.  2  )شکلشود ، ایجاد میاست

که از  همیلتونی در یک گراف، یک مسیر پوشا در گراف است مسیر

همیلتونی از  ی مسیرکند. مسألهبار عبور می هر رأس دقیقاً یک

 رافکند آیا در یک گی است که مشخص میگیرجمله مسائل تصمیم

-NPیا نه. این مسأله در کلاس مسائل مسیر همیلتونی وجود دارد 
، VLSIهای گیرد و کاربردهای زیادی در طراحی تراشهقرار میامل ک

های و تنها برای کلاس [1] تجسم اطلاعات، رباتیک و غیره دارد

 و [2]ت ارائه شده اسای ها الگوریتم زمان چندجملهخاصی از گراف
 .[3] است باز مسأله این گراف هایکلاسانواع  از برخی برای هنوز

  شود.می مرور توری هایگراف مربوط بهادامه کارهای انجام شده  در

های توری را معرفی کردند گراف [4]، لوسیو و موگنیا 1978در سال 

 همکاران ی مسیر همیلتونی داشتند. ایتایی وو سعی در حل مسأله
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های توری ثابت کردند که مسأله مسیر همیلتونی برای گراف [5]

ها همچنین نشان دادند که این مسأله کامل است. آن-NPعمومی 

بر حسب اندازه گراف  های توری مستطیلی در زمان خطیبرای گراف

مسأله  [3]و لن هارت آمانس  .شودحل می ها()تعداد رئوس و یال

حفره حل کردند و های توری بدونگرافرا برای دور همیلتونی 

ارائه کردند. چن و همکاران  𝑂(𝑛4)الگوریتمی با پیچیدگی زمانی 

را بهبود دادند و الگوریتمی موازی  [5]الگوریتم ارائه شده در  [6]

برای ساخت مسیر همیلتونی در گراف توری مستطیلی ارائه کردند. 

اف توری به نام گر هایی اززیرکلاس [7]سلمان و همکارانش 

که معادل با حروف الفبای ، های توری الفبایی را معرفی کردندگراف

ها دور یک از این گرافو بررسی کردند که کدام  انگلیسی هستند

زمان  یک الگوریتم[ 9,8]همیلتونی دارد. کشاورز کوهجردی و باقری 

ردن برای پیدا ک ها(بر حسب اندازه گراف )تعداد رئوس و یال خطی

ارائه  Tو  L ،C ،E ،F های توری الفباییمسیر همیلتونی در گراف

بررسی شده است،  [9]که در  Tهای توری الفبایی کردند. گراف

شکل است. چانگ و -Tهای توری حالت خیلی خاص گراف

ای یک گراف توری مسأله مسیر همیلتونی را بر [10]همکارانش 

 ، حل کردند.حذف شده استاز آن  یک رأس اًمستطیلی که دقیق

شرایط لازم و کافی برای وجود مسیر همیلتونی بین  [11-14]در  

های توری مستطیلی با یک حفره در گراف 𝑡و  𝑠معین دو رأس 

شکل -Oشکل و -Cشکل، -Lهای توری ؛ یعنی گرافمستطیلی

بررسی شده است.  مسأله بررسی شده توسط چانگ و همکارانش 

است.  همچنین  [11-14]اصی از مسأله بررسی شده در حالت خ

مسأله مسیر همیلتونی را برای یک گراف  [15]هیدارا و همکارانش 

، حل دو رأس از آن حذف شده است توری مستطیلی که دقیقاً

 کردند.

 در  𝑡و  𝑠در این مقاله، مسأله مسیر همیلتونی بین دو رأس معین  

 𝑘1 ،𝑘2ج که حداقل یکی از ی زوازهشکل با اند-Tهای توری گراف

و یک الگوریتم زمان خطی برای کنیم زوج است را بررسی می 𝑙یا 

 دهیم.ارائه می آن

توان به موضوع تعبیه کاربردهای این مسأله میبه عنوان یکی از 

های ارتباطی در مبحث پردازش موازی اشاره کرد. موضوع شبکه

های حث مهم در طراحی و ارزیابی شبکهها یکی از مباتعبیه شبکه

های توان شبکهشود که آیا میارتباطی است و در آن بررسی می

عبیه کرد. در تباطی مشخص تارتباطی موجود را در یک شبکه ار

در واقع نحوه تعبیه یک آرایه خطی  ،مسأله مطرح شده در این مقاله

سی (  بررشکل-T)مسیر( در یک توری دو بعدی )گراف توری 

توان به مسأله ربات شود. به عنوان کاربرد دیگری از این مسأله میمی

جارو کننده اشاره کرد. در این مسأله، یک ربات جارو کننده از یک 

شروع به جارو کردن اتاق  شکل-T( در یک اتاق 𝑠)مثلا نقطه نقطه 

در شود. ( متوقف می𝑡یک نقطه دیگر )مثلا نقطه  کند و نهایتا درمی

ربرد، حتی اگر گراف مربوطه مسیر همیلتونی نداشته باشد با کا این

توان کل اتاق را جارو کرد که عبور تکراری از برخی رئوس گراف می

 .[16]کارهایی در این زمینه انجام شده است 

، برخی تعاریف و 2ساختار مقاله به صورت زیر است: در بخش 

، 3شود.  در بخش ن مینتایجی که در ادامه به آنها نیاز داریم بیا

دور همیلتونی و همچنین شرایط  وجود و کافی برایشرایط لازم 

بیان  𝑡و  𝑠مسیر همیلتونی بین دو رأس معین  لازم برای وجود

 برای ساخت مسیرزمان خطی می ، الگوریت4شود. در بخش می

گیری نیز شود. نتیجهبیان می  𝑡و  𝑠همیلتونی بین دو رأس معین 

 .شودبیان می 5در بخش 

 تعاريف و نتايج پیشین -2

در این بخش، برخی تعاریف و نتایج که در این مقاله به آنها نیاز 

تعریف  [11,6,5] کنیم. برخی از این تعاریف درداریم را بیان می

  شده است.

 هاییال مجموعه و 𝑉(𝐺𝑔) رئوس مجموعه با 𝐺𝑔 گراف توری

𝐸(𝐺𝑔)   با  را𝐺𝑔 = (𝑉(𝐺𝑔), 𝐸(𝐺𝑔)) فرض کنید  .دهیممی نشان

𝑣  یک رأس از گراف𝐺𝑔 مختصات . باشد𝑣  را با𝑣𝑥  و𝑣𝑦  نمایش

برابر با تعداد  ودهیم نمایش می 𝑑(𝑣)با  را 𝑣رأس  یدرجه .دهیممی

شوند. هر رأس در گراف توری ختم می 𝑣که به رأس  است هایییال

هر گاه  گوییم را مجاور 𝑢 و 𝑣دو رأس  .است 4ی از درجهحداکثر 

𝑣با بین آنها یال وجود داشته باشد و مجاورت آنها را  ∼ 𝑢  نمایش

𝑒1 غیرمجاور دو یالبه  .دهیممی = (𝑣1,𝑣2)  و𝑒2 = (𝑣3,𝑣4) 

𝑣1 ، اگرگوییممی موازی ∼ 𝑣3  و𝑣2 ∼ 𝑣4 .باشد 

. از [5] دوبخشی بودن آنها است های توریگرافهای ویژگی از یکی

پذیر ها دوبخشی هستند بنابراین دو رنگآنجایی که این گراف

آمیزی هستند که ما در اینجا از دو رنگ سیاه و سفید برای رنگ

𝑣𝑥اگر  شودمی رنگرنگ سفید با کنیم. یک رأس استفاده می +

𝑣𝑦 اگر رأس . شودمی رنگرنگ سیاه  با اینصورت زوج باشد و در غیر

 𝑣  که𝑣𝑥 + 𝑣𝑦  آن زوج است با رنگ سفید رنگ شود، رئوس مجاور

𝑣𝑥آن باید با رنگ سیاه رنگ شود و همه این رئوس  + 𝑣𝑦  ،فرد دارند

آنها یک واحد با مختصات رأس  𝑦یا مختصات  𝑥چون یا مختصات 

𝑣 هر دو رأس همرنگ  بینواضح است که این اختلاف دارد. بنابر

آمیزی شده باشد رنگی که بیشتر رئوس با آن رنگ. یالی وجود ندارد

. مجموعه نامیممیرنگ اقلیت نامیده  را رنگ اکثریت و رنگ دیگررا 

نمایش  𝑉𝐵رنگ را با وعه رئوس سیاهمو مج 𝑉𝑊رئوس سفیدرنگ را با 

 |𝑊𝐵|رنگ( با سفید گ )متناظراًرندهیم. تعداد رئوس سیاهمی
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هر دور در توجه داشته باشید که دهیم. ( نمایش می|𝑊𝑊| )متناظراً

سیاه و سفید به صورت متناوب رئوس  توری گراف از یکیا مسیر 

  .هستند

 دهیم.نمایش می 𝐺𝑅به اختصار با را  𝑅(𝑚,𝑛)گراف توری مستطیلی 

𝑚ستطیلی با )آ( یک گراف توری م1شکل  = 𝑛و  6 = را نمایش  5

شود اگر مستطیلی نامیده می-𝑘گراف توری مستطیلی دهد. می

𝑘 = 𝑚  یا 𝑘 = 𝑛 (1,1)کنیم که ها، فرض میدر شکل. باشد 

 رئوسمختصات بقیه  چپ بالا باشد.سمت ی مختصات رأس گوشه

شکل -Lاف توری گر است. به سمت راست و به سمت پایین صعودی

;𝐿(𝑚,𝑛با  را 𝑘,𝑙;𝑚 − 𝑘,𝑛 − 𝑙)  به اختصار با(𝐺𝐿)  دهیم. مینمایش

راست سمت از گوشه  𝑅(𝑘,𝑙)  مستطیلیفرض کنید زیرگراف توری 

)ب( 1حذف شده باشد. شکل  𝑅(𝑚,𝑛)بالای گراف توری مستطیلی 

 دهد.را نمایش می شکل-Lیک گراف توری 

 

شکل -Lتوری و گراف  𝑅(6,5)گراف توری مستطیلی : 1 لشک

𝐿(6,6; 2,3; 4,3). 

;𝑇(𝑚,𝑛 را با شکل-T توری گراف 𝑘1,𝑘2,𝑙; 𝑘,𝑛 − 𝑙) (با اختصار به 

𝐺𝑇 )مستطیلی توری زیرگراف دودهیم. فرض کنید نمایش می 

𝑅𝑟(𝑘2,𝑙)  و𝑅𝑙(𝑘1,𝑙)  و  پایین راست سمت هایگوشه ازبه ترتیب

شد با شده حذف  𝑅(𝑚,𝑛) یلیمستط توری گراف پایین چپسمت 

 (.ببینید را 2)شکل 

 
;𝑇(8,6  شکل-𝑇گراف توری : 2کلش 2,2,3; 4,3). 

 باشد. شکل-T یا شکل-Lمستطیلی،  توری گراف یک 𝐺𝑔فرض کنید 

|𝑊𝐵| اگر = |𝑊𝑊|گاه اندازه گراف زوج است و اگر  ، آن||𝑊𝑊| −

|𝑊𝐵|| =  است. باشد اندازه گراف فرد  1

 نامیده رنگی-سازگار 𝐺𝑔 در 𝑡و  𝑠 متمایز رأس دو .1.2تعريف 

همرنگ باشند  𝑡و  𝑠و  باشد فرد گراف یاندازه( الف: )اگر شوندمی

و  باشد زوج گراف یاندازه)ب(  یا باشند رنگ شده اکثریت رنگو با 

𝑠  و𝑡 باشند همرنگ غیر. 

 یکی اکثریت رنگ با رئوس ادتعد فرد، یاندازه با توری گراف یک رد

و  شروع رئوس بنابراین. است اقلیت رنگ با رئوس تعداد از بیشتر

 داشته اکثریت رنگ باید هاگراف این در همیلتونی مسیر هر پایان

 رئوس تعداد زوج یاندازه با توری گراف یک در مشابه طور به. باشند

 مسیر یک پایانو  شروع رئوس بنابراین است برابر سفیدو  سیاه

. باشند داشته متفاوتی هایرنگ باید هاگراف این در همیلتونی

 برای لازم شرط یک 𝑡و  𝑠 رنگی-سازگار که گیریممی نتیجه بنابراین

 𝐺𝑔در گراف توری  𝑡و  𝑠مسیر همیلتونی میان رئوس  داشتن وجود

را با  𝐺𝑔در  𝑡و  𝑠  دو رأس بینمسیر همیلتونی یک است. 

𝐻𝑃(𝐺𝑔,𝑠,𝑡) دهیم. فرض کنید نشان می𝐺𝑔  یک گراف توری با دو

در  𝑡و  𝑠باشد. اگر مسیر همیلتونی بین دو رأس  𝑡و  𝑠رأس متمایز  

𝐺𝑔 گوییم گاه میوجود داشته باشد، آن𝐻𝑃(𝐺𝑔,𝑠,𝑡) دارد وجود .

𝑠𝑥 کنیممی فرض مسأله، کلیت از شدن کم بدون ≤ 𝑡𝑥. 

 دهد رخ زیر شرایط از مستطیلی اگر یکی توری هایگراف رایب

𝐻𝑃(𝐺𝑅 گاهآن ,𝑠,𝑡) [5] وجود ندارد. 

)آ( 3برش رأسی باشد )شکل  {𝑠,𝑡}رأس برشی باشد یا  𝑡 یا 𝑠(: 1م)

 )ب( را ببینید(.3و 

  :باشند یکریخت زیر حالات با که هاییحالت یهمه(: 2م)

• 𝑚  ،زوج باشد𝑠  ،سیاه باشد𝑛 =  و   3

• (𝑠𝑦  فرد باشد و𝑡𝑥 > 𝑠𝑥 + 𝑡𝑥زوج باشد و  𝑠𝑦( یا )1 >

𝑠𝑥)   د( را ببینید(.3)ج( و 3)شکل( 

 
هايی که در گراف توری مستطیلی مسیر همیلتونی وجود حال : 3کل ش

  ندارد.

یک گراف توری مستطیلی و  𝑅(𝑚,𝑛) کنید فرض [5] .2.2قضیه 

𝑠 و 𝑡  .دو رأس متمایز از آن باشند𝐻𝑃(𝐺𝑅 ,𝑠,𝑡)  وجود دارد اگر و

در شرایط   (𝐺𝑅,𝑠,𝑡)رنگی داشته باشند و -سازگار 𝑡 و 𝑠تنها اگر 

 .( صدق نکند2( و )م1)م

 .است شده حذف یکریخت هایحالت تمام اینجا در که شود قتد
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توری های در گراف نشان دادند که [11]شاورز کوهجردی و باقری ک

L-اگر یکی از  ()ب(4و )آ( 4 های ( )شکل1شکل علاوه بر شرط )م

𝐻𝑃(𝐺𝐿شرایط زیر رخ دهد  ,𝑠,𝑡) وجود ندارد: 

 
مسیر همیلتونی وجود  شکل-Lهايی که در گراف توری : حال 4شکل 

 ندارد.

𝑤∃(: 3)م ∈ 𝐺𝑔 ،𝑑(𝑤) = 1 ،𝑠 ≠ 𝑤  و𝑡 ≠ 𝑤  ج( را 4)شکل(

 .ببینید(

𝑘زوج باشد،  𝐺𝐿(: 4)م = 𝑙 = 1 ،𝑚 − 𝑚زوج باشد،  1 − 1 > 2 ،

𝑛 − 𝑙  ،زوج باشد𝑛 − 𝑙 > 2 ،𝑠 = (𝑚 − 1,2) ،𝑡 ≠ (𝑚 − و  (1,1

𝑡 ≠ (𝑚,2)  آ( را ببینید( )دقت کنید در این جا نقش 5)شکل(𝑠  و

𝑡 تواند عوض شود یعنی می𝑡 = (𝑚 − 𝑠و   (1,2 ≠ (𝑚 − 1,1) .) 

𝑚فرد باشد،  𝐺𝐿(: 5)م  − 𝑘 > 1 ،𝑚 − 𝑘  ،فرد باشد𝑛 − 𝑙 = و  2

](𝑠𝑥 ,𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘( یا )𝑠 = (𝑚 − 𝑘,𝑛)  و𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘)[ 
 )ج( را ببینید(.5)ب( و 5های )شکل

 
 شکل.-L( در گراف توری 5( و )ب4: شرايلا )ب5شکل  

𝑚زوج باشد،  𝐺𝐿(: 6)م − 𝑘 = 2، 𝑛 − 𝑙 = 2، 𝑠 = (1,  𝑛 −  و (1

𝑡𝑥 >  ینید(.)آ( را بب6 )شکل  2

 
 شکل.-L( در گراف توری 7( و )ب6: شرايلا )ب6کل ش

𝑛(: 7)م = 3 ،𝑙 = 1 ، 𝑡 = (𝑚 − 𝑘,3) اندازه گراف توری ،L- شکل

𝑠زوج باشد و  = (𝑚 − 𝑘 −  )ب( را ببینید(.6 )شکل (1,1

𝑚)[زوج باشد و  𝐺𝐿 (:8م) − 𝑘 = 𝑛و  2 − 𝑙 > 𝑚( یا )2 − 𝑘 >

𝑛و  2 − 𝑙 =  از افقی یا عمودی افراز کی {𝑅1,𝑅2} کنید فرض .](2

𝐺𝐿 که طوریه ب باشد 𝑅1 و  مستطیلی-3 توری زیرگراف یک𝑅2 یک 

 از اًدقیق 𝑅2و  𝑅1 کنید فرض. باشد مستطیلی-2 توری زیرگراف

∋ 𝑢,𝑣 که طوریه ب باشند متصل هم به 𝑣و  𝑢 رأس دو طریق 𝑅1 .

′𝑠فرض کنید  = 𝑠  و𝑡′ = 𝑡،  اگر𝑠′ ∉  𝑅1  یا(𝑡′ ∉  𝑅1)گاه ، آن

𝑠′ = 𝑢  یا(𝑡′ = 𝑢)  و(𝑅1,𝑠′,𝑡′) 7)شکل  ( صدق کند2در شرط )م 

  را ببینید(.

 
 شکل.-L  ( در گراف توری8: شرط )ب7کل ش

𝑚)[زوج باشد و  𝐺𝐿(: 9)م − 𝑘 = 𝑛و  3 − 𝑙 ≥ 𝑚( یا )3 − 𝑘 >

𝑛و  3 − 𝑙 = یا  افقی، یودعم افراز یک {𝑅1,𝑅2} کنید فرض. ](3

-3 توری زیرگراف یک 𝑅1 که طوریه ب باشد 𝐺𝐿 از عمودی و افقی

  𝑅2و  مستطیلی

 باشد، یا مستطیلی توری زیرگراف کی •

فرد  𝑘 و𝑛  شکل باشد، در اینجا-Lک زیرگراف توری ی •

 هستند.  

 هم به 𝑣و  𝑤، 𝑢 رأس سه طریق از اًدقیق 𝑅2و  𝑅1 کنید فرض 

∋ 𝑢,𝑤,𝑣 که طوریه ب باشند لمتص 𝑅1 فرض کنید .𝑠′ = 𝑠  و𝑡′ =

𝑡،  اگر𝑠′ ∉  𝑅1  یا(𝑡′ ∉  𝑅1)گاه ، آن𝑠′ = 𝑤  یا(𝑡′ = 𝑤 ) و

(𝑅1,𝑠′,𝑡′) را ببینید(. 8)شکل  ( صدق کند2در شرط )م 

 

 شکل.-L( در گراف توری 9: شرط )ب8کل ش

شکل با دو -Lتوری  افگر یک 𝐺𝐿 کنید فرض [11] .3.2قضیه 

𝐻𝑃(𝐺𝐿باشد.  𝑡و  𝑠رأس متمایز  ,𝑠,𝑡)  وجود دارد اگر و تنها اگر𝑠 
𝐺𝐿)رنگی باشند و -سازگار 𝑡و  ,𝑠,𝑡) ( 9)م-(3( و )م1در شرایط )م

 .صدق نکند

 هایگراف در همیلتونی دور وجود برای را کافیو  لازم شرایط 4.2 مل

 .کندمی بیان شکل-𝐿و  مستطیلی توری

-Lیک گراف توری مستطیلی یا  𝐺𝑔فرض کنید  [5,11] .24.م ل

 زوج باشد  دارد اگر و تنها اگر یک دور همیلتونی 𝐺𝑔کل باشد. ش

𝑚 − 𝑘 ≥ 𝑛و  2 − 𝑙 ≥ 𝑘گراف توری مستطیلی  . برای2 = 𝑙 =

0. 
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 یا مستطیلی توری گراف یک 𝐺𝑔 کنید ضفر [5,11] .5.2قضیه 

 در متمایز رأس دو 𝑡و  𝑠کنید  فرض. باشد شکل-L توری گراف یک

𝐺𝑔 بین همیلتونی مسیر گاهآن. باشد  𝑠  و𝑡   در و دور همیلتونی𝐺𝑔 

 .شودمی ساخته )برحسب اندازه گراف( خطی زمان در

 به را همیلتونی دور توانیممی همیشه مستطیلی توری گراف یک رد

. باشد مرزی هاییال تمام شامل نآ وجه سه که کنیم پیدا ایگونه

 مستطیلی توری گراف یک در همیلتونی دور تخنحوه سا 9شکل 

  .دهدمی نشان را

 

 : دور همیلتونی در گراف توری مستطیلی.9کل ش

مسیر همیلتونی بین دو رأس  شرايلا مزب برای وجود -3

 شکل -𝐓در گراف توری  𝒕و  𝒔متمايز 

 در همیلتونی دور وجود برای کافیو  ملاز شرایط ابتدا بخش، این در

 .آوریممی دسته ب را شکل-T توری هایگراف

دور همیلتوونی دارد اگر و تنها  𝐺𝑇شکل -Tگراف توری  .1.3ضیه ق

𝑛 زوج باشد، آناگر اندازه  − 𝑙 > 𝑘و  1 > 1. 

 دور هر است، دوبخشییک گراف  𝐺𝑇 که آنجایی از (⇐)ثبات: ا

و  سیاه میان در یکی که است رئوسی شامل افگر این در همیلتونی

 رأس یزوج تعداد باید همیلتونی دور هر بنابراین. هستند سفید

 کنید فرض حال. باشد فرد تواندنمی 𝐺𝑇 اندازه نتیجه در. باشد داشته

𝑛 − 𝑙 = 𝑣و  1 = (𝑘1 + 𝑘)یا  (1,1 = 𝑣و  1 = (𝑘1 + 1, 𝑛 −

𝑙) است. به وضوحده شده نشان دا 10(؛ همانطور که در شکل 𝑣 یک 

 عبور 𝑣 رأس این از بار دو باید 𝐺𝑇 در دور هرو  است برشی رأس

 .ندارد همیلتونی دور هیچ 𝐺𝑇 بنابراین. کند

 

 در حالتی که رأس برشی وجود دارد 𝐺𝑇دور همیلتونی در : 10کل ش

دو زیر دهیم و گراف را به انجام می 𝐺𝑇 افقی روی برشیک  (⇒)

 که طوریه کنیم بور باهم تقسیم میگراف توری مستطیلی مجا

𝑅1 = 𝑅(𝑚,𝑛 − 𝑙)  و𝑅2 = 𝑅(𝑘,𝑙) ب( را 11)آ( و 11های )شکل(

𝑝,𝑞فرض کنید ببینید(.  ∈ 𝑉(𝑅1)  و𝑤,𝑧 ∈ 𝑉(𝑅2)  به طوری که

𝑞~𝑧  و𝑝~𝑤 ،در این جا .𝑝 = (𝑘1 + 1, 𝑛 − 𝑙)  و 

{
 
 

 
 𝑞 = (𝑘1 + 2, 𝑛 − 𝑙)                زوج باشد 𝑅1 اگر  

𝑞 = (𝑘1 + 3, 𝑛 − 𝑙)                 فرد باشد 𝑅1 اگر

𝑞 = (𝑚 − 𝑘2, 𝑛 − 𝑙  باشد              (1 =     اگر 1

 

  

𝑝𝑦جایی که از آن = 𝑞𝑦 = 𝑛 − 𝑙   و𝑤𝑦 = 𝑧𝑦 = 𝑛 − 𝑙 + یک ، 1

 طبق قضیه (𝑅2,𝑤,𝑧)و  (𝑅1,𝑝,𝑞)دهد که بررسی ساده نشان می

مسیر  [6]دارای مسیر همیلتونی هستند. طبق الگوریتم  2.2

سپس با  .آوریمدست میبه (𝑅2,𝑤,𝑧)و  (𝑅1,𝑝,𝑞)همیلتونی در  

شود ساخته می 𝐺𝑇دور همیلتونی در  𝑞به  𝑧و  𝑝به  𝑤 اتصال رأس

 بینید(. )د( را ب11)ج(  و 11های شکل)

 
 . 𝐺𝑇: مراحل ساخ  دور همیلتونی در 11شکل 

 و 𝑠اکنون شرایط لازم برای وجود مسیر همیلتونی بین دو رأس 

𝑡 یتورهای در گراف𝑇-آوریم. دست می هشکل را ب 

 :است زیر حالت 4 شامل 𝐺𝑇 در 𝑡و  𝑠 رئوس گرفتن قرار موقعیت

1. 𝑠𝑥,𝑡𝑥 ≤ 𝑚 − 𝑘2 

2. 𝑠𝑥 ≤ 𝑘1  و𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘2 

3. 𝑘1 + 1 ≤ 𝑠𝑥 ≤ 𝑚 − 𝑘2  و𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘2 

4. 𝑠𝑥,𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘2 

 گیریم. را در نظر می 2و  1های نابر تقارن تنها حالتب

 دانیم که گراف توری، یک گراف دوبخشی است.از بخش قبل می

وجود مسیر رنگی بودن اولین شرط لازم برای -بنابراین، سازگار

شکل است. در این -𝑇در گراف توری  𝑡و  𝑠دو رأس همیلتونی بین 

𝐺𝑇)کنیم که در آنها بخش شرایطی را بررسی می ,𝑠,𝑡) رنگی -سازگار

مسیر همیلتونی وجود ندارد. یک  𝑡و  𝑠است ولی در گراف بین 

𝐺𝑇)دهد که  اگر بررسی ساده نشان می ,𝑠,𝑡) ( 3)م ( و1در شرایط )م

 12 مسیر همیلتونی وجود ندارد )شکل 𝑡و  𝑠گاه بین آن قرار گیرد،

 .را ببینید(
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 .𝐺𝑇( در 3( و )ب1: شرايلا )ب12شکل 

𝐺𝑇) اگر که آوریممی دستهب را دیگری شرایط ادامه، در ,𝑠,𝑡) آن در 

 .ندارد وجود همیلتونی مسیر 𝐺𝑇 در 𝑡و  𝑠 بین گیرد قرار شرایط

یک افراز عمودی یا افقی از یک گراف  {𝑅1,𝑅2}فرض کنید (: 10م(

-1یک زیر گراف توری  𝑅2که  طوریه شکل باشد ب-Tتوری 

مستطیلی -3مستطیلی یا -2یک گراف توری  𝑅1مستطیلی باشد و 

از  𝑅2و  𝑅1را ببینید(. فرض کنید )ب( 13)آ( و 13های کلباشد )ش

∋ 𝑢که  طوریه به هم متصل باشند ب 𝑢 یک رأس طریق دقیقاً 𝑅1 .

′𝑠فرض کنید  = 𝑠  و𝑡′ = 𝑡،  اگر𝑠′ ∉  𝑅1  یا(𝑡′ ∉  𝑅1)گاه ، آن

𝑠′ = 𝑢  یا(𝑡′ = 𝑢 ) و(𝑅1,𝑠′,𝑡′)  د.( صدق کن2)م( یا 1)مدر شرط  

 
 .𝐺𝑇( در 11( و )ب10: شرايلا )ب13شکل 

𝑛(: 11)م − 𝑙 > 3 ،𝑘1 = 1 ،𝑘 = 2 ،t = (3, 𝑛 − 𝑙)   و 

 𝑠 = (1, 𝑛 − 𝑙 −  )ج( را ببینید(.13)شکل   (1
𝑛 برش رأسی نباشند، {𝑠,𝑡}(: 12)م − 𝑙 = 2 ،𝑘 = و یکی از  2

 :های زیر رخ دهدحالت

𝑠)الف(     = (𝑘1 + 1,1) ،𝑡𝑥 ≤  𝑚 − 𝑘2 ،𝑡𝑦 > 𝑛 − 𝑙  شکل(

  )آ( را ببینید(.14

 
 . 𝐺𝑇( در 12: شرط )ب14شکل 

𝑠𝑦)ب(   > 𝑛 − 𝑙 ،𝑠𝑥 ≤  𝑚 − 𝑘2  و𝑡 = (𝑘1 + )شکل  (2,1

 )ب( را ببینید( 14

𝑠𝑥)ج(     ≤ 𝑘1 ،𝑡𝑥 > 𝑘1 + 1 ،𝑠𝑦 ,𝑡𝑦 ≤  𝑛 − 𝑙  و] (𝑠  سفید باشد

)ج( 14های )شکل ]زوج باشد( 𝑘1سیاه باشد و  𝑠فرد باشد( یا ) 𝑘1و 

  )د( را ببینید(.14و 
𝑛زوج باشند،  𝑘و  𝑚 ،𝑘1 ،𝑘2(: 13م) = 3 ،𝑙 = 1 ،𝑛 − 𝑙 > و  1

](𝑠 = (𝑘1 + 𝑡و   (1,1 = (𝑘1 + 2, 𝑛)( یا )𝑠 = (𝑚 − 𝑘2 −

𝑡و  (1,3 = (𝑚 − 𝑘2,1))[  را ببینید(.  15)شکل 

 
 .𝐺𝑇( در 13: شرط )ب15شکل 

𝑛فرد باشد،  𝑘1و  𝑛زوج باشد،  𝑘و  𝑚(: 14)م − 𝑙 = 3 ،𝑘 > 2 ،

𝑠 های زیر رخ دهد:سیاه و یکی از حالت 

𝑠𝑥)الف(     ≤ 𝑘1 ،𝑡𝑥 > 𝑘1  آ( را ببینید(16)شکل( 

𝑠𝑥 )ب(     ,𝑡𝑥 ≤ 𝑘1  و] (𝑠𝑦  فرد باشد و𝑡𝑥 > 𝑠𝑥 + زوج  𝑠𝑦( یا )1

𝑡𝑥باشد و  > 𝑠𝑥)[  ب(را ببینید( 16)شکل( 

𝑘باشد،  ردف 𝑘2 )ج(  = 4 ،𝑙  ،زوج باشد𝑠𝑦 ,𝑡𝑦 ≤ 𝑛 − 𝑙 ،𝑘1 +

1 ≤ 𝑠𝑥 ,𝑡𝑥 ≤ 𝑚 − 𝑘2  و] (𝑠𝑦  فرد باشد و𝑡𝑥 > 𝑠𝑥 +  𝑠𝑦) ( یا1

𝑡𝑥زوج باشد و  > 𝑠𝑥)[ د( را ببینید(. 16)ج( و 16های )شکل( 

 

 .𝐺𝑇( در 14: شرط )ب16شکل 
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𝑛زوج باشد،  𝑛د، باش فرد 𝑙و  𝑚(: 15)م − 𝑙 > 3 ،𝑘 = 3 ،𝑠 

 های زیر رخ دهد: سفید باشد و یکی از حالت

𝑡𝑦 )الف(     ≤ 𝑛 − 𝑙  و𝑠𝑦 > 𝑛 − 𝑙  آ( را ببینید(17)شکل( 

𝑠𝑦)ب(     ,𝑡𝑦 > 𝑛 − 𝑙 ،𝑠𝑦 > 𝑡𝑦 و ،](𝑠𝑥  فرد باشد و|𝑠𝑦 − 𝑡𝑦| >

𝑠𝑦|زوج باشد و  𝑠𝑥( یا )1 − 𝑡𝑦| ≥  )ب( را ببینید(. 17)شکل  ](1

 

 .𝐺𝑇( در 15: شرط )ب17شکل 
 

𝑛(: فرض کنید )16)م − 𝑙 = 𝑘و  3 = 𝑘 ( یا )2 = 𝑛 و3 − 𝑙 =

ه باشد ب 𝐺𝑇یک افراز عمودی یا افقی از  {𝑅1,𝑅2}فرض کنید  (.2

 𝑅1مستطیلی باشد. فرض کنید -2یک زیرگراف توری  𝑅2که  طوری

 به طوریبه هم متصل باشند  𝑣و  𝑢از طریق دو رأس  دقیقاً 𝑅2و 

∋ 𝑢,𝑣 که 𝑅1 فرض کنید .𝑠′ = 𝑠  و𝑡′ = 𝑡،  اگر𝑠′ ∉  𝑅1  یا(𝑡′ ∉

 𝑅1)گاه ، آن𝑠′ = 𝑢  یا(𝑡′ = 𝑢 )  و(𝑅1,𝑠′,𝑡′) یا ( 2در شرط )م

 را ببینید(. 18)شکل  صدق کند( 8)م

 
 .𝐺𝑇( در 16)ب: شرط 18شکل 

 

𝑘(: فرض کنید )17)م = 3،𝑛 − 𝑙 > 𝑘زوج باشد( یا ) 𝑙و   2 >

2،𝑛 − 𝑙 =  𝐺𝑇از  یافقیا   یک افراز عمودی زوج باشد(. 𝑘1و   3

 دقیقاً 𝑅2و  𝑅1فرض کنید زوج باشند.  𝑅2و  𝑅1که  طوریه باشد ب

که  طوریه ب به هم متصل باشند 𝑣و  𝑤، 𝑢 رأس سهاز طریق 

𝑢,𝑤,𝑣 ∈ 𝑅1 فرض کنید .𝑠′ = 𝑠  و𝑡′ = 𝑡،  اگر𝑠′ ∉  R1  یا(𝑡′ ∉

 𝑅1)گاه ، آن𝑠′ = 𝑤  یا(𝑡′ = 𝑤 )  و(𝑅1,𝑠′,𝑡′) یا  (2در شرط )م

 را ببینید(. 19)شکل  صدق کند(  9)م

 

 . 𝐺𝑇( در 17: شرط )ب19شکل 
 

ی زوج شکل با اندازه-T یک گراف توری 𝐺𝑇فرض کنید  .2.3قضیه

𝐺𝑇)اگر  دو رأس متمایز در آن باشد. 𝑡و  𝑠باشد و فرض کنید  ,𝑠,𝑡)  

و در  استرنگی -گاه آن سازگارباشد، آن داشته مسیر همیلتونی

 قرار ندارد.  (17)م-(10( و )م3(، )م1یک از شرایط )مهیچ

ابت کنیم که حکم درست نباشد. ثبه برهان خلف فرض میاثبات: 

𝐺𝑇)کنیم که می ,𝑠,𝑡)   مسیر همیلتونی ندارد. واضح است که اگر

(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡) گاه رنگی نباشد، آن-سازگار(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  مسیر همیلتونی

کنیم ندارد. بنابراین بدون کم شدن از کلیت مسأله فرض می

(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡) گر یکی ا که رنگی باشد. در ادامه نشان خواهیم داد-سازگار

𝐺𝑇)گاه ( برقرار باشد، آن17)م-(10( و )م3(، )م1از شرایط )م ,𝑠,𝑡) 

 مسیر همیلتونی ندارد.

 ببینید. را 12 ( اثبات ساده است، شکل3و )م 1))م ایطبرای شر

را در نظر بگیرید.  )ب(13)آ( و 13 های(، شکل10برای شرط )م

یک رأس به هم متصل  طریقاز  دقیقاً 𝑅2و  𝑅1 چون دو زیرگراف

 𝑅1 وارد 𝑢 اند، به وضوح مسیر همیلتونی باید از طریق رأسشده

مسیر همیلتونی نداشته  (′𝑅1,𝑠′,𝑡) برود. بنابراین اگر 𝑡شود و به 

 مسیر همیلتونی وجود ندارد. (𝐺T,𝑠,𝑡)در  گاهآنباشد، 

د لتونی وجومسیر همی 𝑡و  𝑠(، فرض کنید بین 11برای شرط)م

را در نظر بگیرید. چون )ج( 13 )فرض خلف(. شکل داشته باشد

𝑑(𝑢) =  𝑢باید به رأس  𝑠است، مسیر همیلتونی با شروع از رأس  2

ی مسیر سه انتخاب برود. سپس برای ادامه 𝑣برود و سپس به رأس 

را  هابرود( که هر کدام از آن 𝑡به  𝑣یا از  𝑞به  𝑣، از 𝑝به  𝑣دارد )از 

گیرند که این مسیر قرار می رئوس خارج ازانتخاب کند، تعدادی از 

 با فرض خلف در تناقض است.

رید. را در نظر بگی 15و  14 های(، شکل13( و )م12)م ایطبرای شر

را پیمایش  𝑅1باید کل رئوس  𝑠مسیر همیلتونی با شروع از رأس 

وارد شود  𝑅2به زیرگراف خارج شود و  𝑅1از  𝑝 کند و از طریق رأس 

دهد هیچ مسیر برود. یک بررسی ساده نشان می 𝑡و در نهایت به 

  باشد. 𝑣و  𝑢همیلتونی وجود ندارد که شامل هر دو رأس 

را  17)ب( و 16)آ(، 16 های(: شکل15( و )م14های )مشرطبرای 

ح فرد هستند. واض 𝑅2و  𝑅1 به وضوح هر دو زیرگرافدر نظر بگیرید. 



 و کشاورز کوهجردی فرقانی تهرانی....... .. ندازه زوجشکل با ا-Tهای توری لتونی بین دو رأس معین در گرافپیدا کردن مسیرهای همی
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از طریق تعدادی مسیر  𝑅1است که برای پوشش دادن رئوس 

همیلتونی مجزا حداقل به دو مسیر نیاز است. این مسیرها باید سه 

داشته باشند. چون  𝑅2گراف رأس همرنگ در مرز مشترک با زیر

تنها دو رأس همرنگ در مرز مشترک بین دو زیرگراف وجود دارد، 

وجود  𝑡و  𝑠تواند بین دو رأس مسیر همیلتونی نمی بنابرین هیچ

را در نظر بگیرید. یک )د( 16)ج( و 16 هایداشته باشد. حال شکل

 𝑠س دهد که هیچ مسیر همیلتونی بین دو رأساده نشان می بررسی

 باشد. 𝑣و  𝑢وجود ندارد که شامل هر دو رأس  𝑡و 

 رنظر بگیرید(:را د 18 (، دو حالت داریم )شکل16رای شرط)مب

𝑠,𝑡. 1حالت ∈  𝑅1 مسیر همیلتونی با شروع از رأس .𝑠  باید یک

را از طریق رأس  𝑅1را پیمایش کند و زیرگراف  𝑅1سری از رئوس 

𝑢  ترک کند و وارد𝑅2  شود، سپس از تمام رئوس𝑅2  عبور کند و از

 مانده عبور کندقیی رئوس بابرگردد و از همه 𝑅1به  𝑣طریق رأس 

 برود؛ که این با تعریف مسیر همیلتونی در تناقض است. 𝑡به  و

𝑡. 2حالت ∈  𝑅1  و𝑠 ∈  𝑅2  یا(𝑠 ∈  𝑅1  و𝑡 ∈  𝑅2 مسیر  .)

را پیمایش  𝑅2ی رئوس شود و همهمی شروع𝑠 همیلتونی از رأس 

ی رئوس هشود و سپس هممی 𝑅1، وارد 𝑢کند و از طریق رأس می

𝑅1 کند و به را پیمایش می 𝑡رود. این غیر ممکن است زیرا فرض می

کند. در این ( صدق می8( یا )م2در شرط )م  (′𝑅1,𝑠′,𝑡)کردیم که 

′𝑡حالت  = 𝑡  و𝑠′ = 𝑢  یا(𝑠′ = 𝑠  و𝑡′ = 𝑢.) 

را  19های زیر را درنظر بگیرید )شکل (، حالت17برای شرط)م

 .(ببینید

𝑡. 1حالت ∈  𝑅1  و𝑠 ∈  𝑅2های زیر را درنظر بگیرید.. زیرحالت 

 𝑅2ی رئوس همه 𝑠.  مسیر همیلتونی با شروع از رأس 1.1زیرحالت

 𝑅1وارد  𝑤و  𝑢 ،𝑣کند و از طریق یکی از سه رأس را پیمایش می

رسد. این می 𝑡کند و به عبور می 𝑅1ی رئوس شود، از همهمی

( 9( یا )م2در شرط )م (′𝑅1,𝑠′,𝑡)ت زیرا فرض کردیم غیرممکن اس

′𝑠ن حالت کند. در ایصدق  = 𝑤  و𝑡′ = 𝑡. 

یک سری از رئوس   𝑠مسیر همیلتونی با شروع از رأس  .2.1ت زیرحال

𝑅2 کند و از طریق یکی از سه رأس را پیمایش می𝑢 ،𝑣  و𝑤  وارد

𝑅1 شود و از یک سری از رئوس می𝑅1 کند، سپس عبور می𝑅1  را

مانده را ی رئوس باقیشود و همهمی 𝑅2ترک کرده و مجدداً وارد 

شود می 𝑅1وارد  𝑤و  𝑢 ،𝑣کند و از طریق یکی از رئوس پیمایش می

رود. می 𝑡کند و در آخر به مانده را پیمایش میی رئوس باقیو  همه

از  𝑃1است. زیرمسیر  𝑃2و  𝑃1رمسیر شامل دو زی 𝑅1در این حالت 

𝑢  به𝑣  یا از(𝑣  به𝑤 یا از 𝑢  به𝑤 و زیرمسیر )𝑃2  از𝑤  به𝑡  یا از(𝑢 

 𝑃1ی ( است. این حالت غیر ممکن است زیرا اندازه𝑡به  𝑣یا از  𝑡به 

|𝑃1|گاه زوج )یا فرد( است. آن 𝑃2ی فرد )یا زوج( است و اندازه +

|𝑃2| ی که اندازه فرد است درحالی𝑅1 .زوج است 

∋ 𝑠,𝑡. 2حالت 𝑅1  .های زیر را درنظر بگیرید.زیرحالت 

از سری از رئوس   𝑠مسیر همیلتونی با شروع از رأس   .1.2ت زیرحال 

𝑅1 کند و زیرگراف عبور می𝑅1  را از طریق یکی از رئوس𝑢 ،𝑣  و𝑤  

مجدداً طریق رأس  𝑅2کرده و سپس با عبور از تمامی رئوس ترک 

𝑢 ،𝑣  و𝑤  به𝑅1  مانده را پیمایش و رئوس باقی یگردد و همهبرمی

مسیر همیلتونی  𝑤به  𝑣یا  𝑤به  𝑢رود. در این حالت با اتصال می 𝑡به 

( 2ر شرط )مد (′𝑅1,𝑠′,𝑡)آید که این با فرضی که دست میبه 𝐺𝑇در 

 کند تناقض دارد.( صدق 9یا )م

شود، یک شروع می 𝑠.  مسیر همیلتونی که از رأس 2.2زیرحالت

را از طریق یکی  𝑅1 . زیرگرافکندرا پیمایش می 𝑅1سری از رئوس 

شده و تمام رئوس   𝑅2کند، سپس وارد ترک می 𝑣یا  𝑢از رئوس 

ترک کرده و مجدداً از طریق یکی از  را 𝑅2کند.  آن را پیمایش می

ی رئوس باقی رود و همهمی 𝑤 شود و به می 𝑅1وارد   𝑣یا  𝑢رئوس 

 𝑅1رود. در این حالت می 𝑡کند و در نهایت به مانده را پیمایش می

 به 𝑠)یا از  𝑣به  𝑠از  𝑃1است. زیرمسیر  𝑃2و  𝑃1شامل دو زیرمسیر 

𝑢مسیر( و زیر 𝑃2   از𝑢  به𝑡  یا از(𝑣  به𝑡 است. این غیر ممکن است )

|𝑃1|گاه فرد است، آن 𝑃2ی زوج است و اندازه 𝑃1ی یرا اندازهز +

|𝑃2| ی فرد است درحالی که اندازه𝑅1  .زوج است 

توان فرض کرد که مسیر همیلتونی در این حالت می .3.2 زیرحالت 

ترک کند  𝑤را از طریق رأس   𝑅1شروع شود و زیرگراف  𝑠از رأس 

برود. واضح است که در این حالت  𝑅1به  𝑣یا  𝑢و مجدداً از طریق 

𝑢  یا𝑣 توانند در مسیر قرار بگیرند و این تناقض است.نمی    

و  𝒔الگوريتم ساخ  مسیر همیلتونی بین دو رأس معین  -4
𝒕 
 

دهیم که چگونه مسیر همیلتونی بین دو یدر این بخش، نشان م

𝐺𝑇)شود. دقت کنید ساخته می 𝑡و  𝑠رأس معین  ,𝑠,𝑡) یک در هیچ

 ( قرار ندارد. 17)م-(10( و )م3(، )م1از شرایط )م

𝑛)که  ابتدا حالتی − 𝑙 = 𝑛یا ) (1 − 𝑙 > 𝑘و 1 = نظر  ( را در1

 گیریم.می

𝑛)شکل باشد با -Tیک گراف توری  𝐺𝑇فرض کنید  .1.4لم   −

𝑙 = 𝑛یا ) (1 − 𝑙 > 𝑘و 1 = دو رأس متمایز  𝑡و  𝑠فرض کنید  ( 1

𝐺𝑇) که طوریه باشند ب ,𝑠,𝑡)  ( قرار 10( و )م3(، )م1شرایط )مدر

𝐺𝑇)گاه آننگیرد،  ,𝑠,𝑡)  یعنی ؛داردمسیر همیلتونی 𝐻𝑃(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡) 

 وجود دارد.

𝑛)فرض کنید اثبات:  − 𝑙 = 𝑛 متناظراًیا ) (1 − 𝑙 > 𝑘و 1 = 1 )

شکل -Tبرش افقی( گراف توری  گاه با یک برش عمودی )متناظراًآن

𝑅1 را به دو زیر گراف توری = 𝑅(𝑘1,1)  و𝑅2 = 𝐿(𝑛,𝑚 −

𝑘1,𝑘2,𝑙) ًمتناظرا( 𝑅1 = 𝑅(1, 𝑙)   و𝑅2 = 𝑅(𝑚,𝑛 − 𝑙) افراز )
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𝑠,𝑝کنیم. فرض کنید می ∈ 𝑅1 ،𝑡,𝑞 ∈ 𝑅2 ،𝑝~𝑞   و𝑝 = (𝑘1,1) 

𝑛اگر  − 𝑙 = 𝑝؛ در غیر اینصورت 1 = (𝑘1 + 1, 𝑛 − 𝑙 + شکل   (1

 را ببینید. 20 

 
 .𝐺𝑇افقی يا عمودی روی  برشيک  :20شکل  

𝑛به وضوح اگر  − 𝑙 = 𝑘 )متناظراً 1 =  گاه باشد، آن( 1

 𝑠 = 𝑠 )متناظراً  (1 ,1) = (𝑘,𝑛) .)قش دقت کنید در این حالت ن

 می تواند عوض شود.  𝑡و  𝑠س رئو

دو رأس پایانی در  𝑝و  𝑠یک مستطیلی است و  𝑅1 از آنجایی که 

( 1رنگی است و در شرایط )م-سازگار (𝑅1,𝑠,𝑝)آن است، به وضوح 

وجود دارد.  𝐻𝑃(𝑅1,𝑠,𝑝)، 2.2  یپس بنابر قضیه .( قرار ندارد2و )م

 [6]تواند براساس الگوریتم می 𝑅1ی در بنابراین یک مسیر همیلتون

رنگی است و در شرایط -سازگارنیز  (𝑅2,𝑞,𝑡)پیدا شود. علاوه بر آن 

در  (𝑅2,𝑞,𝑡)اگر  .( قرار ندارد9)م–( 3( و )م1( یا )م2( و )م1)م

گاه ، آنقرار گیرد( 9)م–( 3( و )م1( یا )م2( و )م1شرایط )م

(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  گیرد، که تناقض است. ( قرار می10( یا )م1)مدر شرط

وجود دارد. بنابراین یک  𝐻𝑃(𝑅2,𝑞,𝑡)، 3.2یا  2.2 یپس بنابر قضیه

 [11] یا [6] تواند براساس الگوریتممی 𝑅2 مسیر همیلتونی در

 𝑞و  𝑝را ببینید(. در نهایت، با اتصال دو )آ( 21ساخته شود )شکل 

شود )شکل شکل  ساخته می-Tف توری مسیر همیلتونی در گرا

 (. را ببینید)ب( 21

 
و )ب( مسیر همیلتونی در  𝑅2و  𝑅1: )الف( مسیر همیلتونی در 21شکل 

𝐺𝑇. 

𝑘شکل با -Tیک گراف توری  𝐺𝑇فرض کنید  .2.4لم  > 1 ،𝑘2  زوج

𝑛 باشد و − 𝑙 > ه دو رأس متمایز باشند ب 𝑡و  𝑠فرض کنید باشد.  1

𝑠𝑥 که طوری ,𝑡𝑥 ≤ 𝑚 − 𝑘2  و(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  (11م(، )1شرایط )مدر-

𝐺𝑇) گاهآن( قرار نگیرد، 17م) ,𝑠,𝑡)  یعنی؛ داردمسیر همیلتونی 

𝐻𝑃(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡) .وجود دارد 

 گیریم. در نظر می راهای زیر حالتاثبات: 

𝑛. 1حالت  − 𝑙 > ی گراف توری در این حالت با یک برش عمود. 2

T-شکل را به دو زیر گراف توری 𝑅2 = 𝑅(𝑘2, 𝑛 − 𝑙)  و𝑅1 =

𝐿(𝑚 − 𝑘2,𝑛,𝑘1,𝑙) که  کنیم به طوریافراز می𝑠,𝑡 ∈ 𝑅1  شکل(

است. زوج  𝑅2به وضوح زوج است  𝑘2چون . را ببینید( )آ(22

 𝑅1که گیریم همچنین چون اندازه کل گراف زوج است، نتیجه می

رنگی است. -سازگار (𝑅1,𝑠,𝑡)زوج است،  𝑅1نیز زوج است. چون 

( صدق 9)م-(3( و )م1در شرایط )م (𝑅1,𝑠,𝑡)دهیم حال نشان می

𝑛زوج است،  𝑅1کند. چون اندازه نمی − 𝑙 > 𝑘1 و 2 × 𝑙  است، زوج

( 9( و )م1در شرایط )م (𝑅1,𝑠,𝑡)تنها کافی است که نشان دهیم 

در شرط  (𝑅1,𝑠,𝑡)کرد که اگر  بررسیتوان قرار ندارد. به آسانی می

𝐺𝑇)گاه (  قرار گیرد، آن9( یا )م1)م ,𝑠,𝑡) (، 14(، )م1در شرط )م

ی گیرد، که تناقض است. پس بنابر قضیه( قرار می17( یا )م15)م

3.2، 𝐻𝑃(𝑅1,𝑠,𝑡) در لتونیوجود دارد. بنابراین مسیر همی 𝑅1 
 پیدا شود.  [11]تواند طبق الگوریتم می

یک گراف توری مستطیلی با اندازه زوج  𝑅2جایی که همچنین از آن 

را  )ب(22دارای دور همیلتونی دارد  )شکل  4.2است، پس بنابر لم 

و دور  𝑅1ببینید(. در نهایت، با ترکیب کردن مسیر همیلتونی در 

مانند شکل  𝑒2 و  𝑒1با استفاده از دو یال موازی  𝑅2همیلتونی در 

 )ج((.22شود )شکل ه میساخت 𝑡و  𝑠مسیر همیلتونی بین )ب( 22

𝑛جایی که از آن − 𝑙 > در  𝑡و  𝑠و در هر مسیر همیلتونی بین  2

𝑅1  تمام رئوس𝑅1 های وجود دارد، بنابراین حداقل یکی از یال𝑒1 

 توانوجود دارد. درنتیجه همیشه می 𝑅1در )د(( 22)شکل  𝑒2 و 

  رد.را با هم ترکیب ک 𝑅2و دور همیلتونی در   𝑅1مسیر همیلتونی در 

 
𝑛در حالتی که  𝐺𝑇: مراحل ساخ  مسیر همیلتونی در 22شکل  − 𝑙 >

2 . 

𝑛. 2حالت    − 𝑙 = 𝑡اگر  . 2 ≠  (𝑚 − 𝑘2,1) گاه مسیر باشد، آن

شود. حال فرض کنید ساخته می 1مانند حالت  𝑡و  𝑠همیلتونی بین 

𝑡 = (𝑚 − 𝑘2,1)  یا𝑠 = (𝑚 − 𝑘2,1) . بدون کم شدن از کلیت

𝑡مسأله فرض کنید  = (𝑚 − 𝑘2,1) . های زیر را برای زیر حالت

 در نظر بگیرید. 𝑠رأس 
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𝑠𝑥. 1.2زیر حالت  > 𝑘1  و𝑠 ≠ (𝑘1 + ا یک بالت در این ح. (1,1

𝑅2را به دو زیر گراف  𝐺𝑇برش عمودی گراف توری  = 𝑅(𝑘1,2)  و

𝑅1 = 𝐿(𝑚 − 𝑘1,𝑛,𝑘2,𝑙) را ببینید(. 23کنیم )شکل افراز می 

 
 . 𝐺𝑇عمودی روی  برش: يک 23شکل 

𝑛چون  − 𝑙 = زوج است. همچنین چون اندازه کل  𝑅2به وضوح  2

 𝑅1نیز زوج است. چون  𝑅1گیریم که جه میگراف زوج است، نتی

دهیم حال نشان می رنگی است.-سازگار (𝑅1,𝑠,𝑡)زوج است، 

(𝑅1,𝑠,𝑡) کند. اگر( صدق نمی9)م-(4( و )م1در شرایط )م (𝑅1,𝑠,𝑡) 

𝐺𝑇)گاه ( قرار گیرد، آن9)م-(4( و )م1در شرایط )م ,𝑠,𝑡)  در شرط

گیرد، که تناقض است. فرض ( قرار می16( یا )م13، )م(12(، )م1)م

𝑘1کنید  > مانند حالت  𝑡و  𝑠گاه میسر همیلتونی بین باشد، آن 1

𝑘1شود. حال فرض کنید ساخته می 1 = |R2|گاه باشد، آن 1 = 2 .

𝑒فرض کنید  = (𝑢,𝑣) ∈  𝑅2 با ترکیب کردن یال .𝑒  با مسیر

ساخته می شود )شکل  𝐺𝑇ر همیلتونی در مسی، 𝑅1همیلتونی در 

𝑠را ببینید(. دقت کنید چون  24 ≠ (𝑘1 + است به وضوح  (1,1

 برای ترکیب کردن وجود دارد. 𝑒1همیشه یال 

 
 .𝐺𝑇: ساخ  مسیر همیلتونی در 24شکل 

𝑠. 2.2حالت  = (𝑘1 + 𝑠𝑥یا  (1,1 ≤ 𝑘1 . مسیر همیلتونی مانند لم

𝑝  حالت،در این فقط شود. ته میساخ 1.4 = (𝑘1 + 1, 𝑛) ،𝑅1 =

𝐿(𝑘1 + 1, 𝑛; 𝑘1,𝑙)  و𝑅2 = 𝐿(𝑚 − 𝑘1 − 1, 𝑛; 𝑘2,𝑙)  25)شکل 

 را ببینید(. 

 
 . 𝐺𝑇عمودی روی  برش: يک 25شکل 

𝑛چون فرد باشد(،  𝑛 )متناظراًزوج باشد  𝑛فرض کنید  − 𝑙 = 2 ،

باشد، زوج  𝑛درنتیجه، اگر  فرد است(. 𝑙 )متناظراً زوج است 𝑙بنابراین 

زوج هستند؛ در غیراینصورت فرد هستند. فرض  𝑅2و   𝑅1گاه آن

𝑝𝑦چون فرد باشد.  𝑛کنید  = 𝑛 و𝑠𝑦 = همرنگ  𝑝و  𝑠پس ، 1

نیز  𝑡و  𝑠و  غیرهمرنگ هستند  𝑝و  𝑞هستند. همچنین چون 

نگ هستند. رنیز هم 𝑡و  𝑞گیریم همرنگ هستند، نتیجه مییرغ

هستند. با استدلالی  رنگی-سازگار (𝑅2,𝑞,𝑡)و  (𝑅1,𝑠,𝑝)بنابراین، 

-سازگار (𝑅2,𝑞,𝑡)و  (𝑅1,𝑠,𝑝)شود نیز ثابت میزوج  𝑛مشابه برای 

 رنگی هستند. 

𝑛چون  − 𝑙 = 2 ،𝑝𝑦 = 𝑞𝑦 = 𝑛 ،𝑡𝑦 = 𝑠𝑦و  1 ≠ 𝑛 − 𝑙  یک

( 1در شرایط )م  (𝑅2,𝑞,𝑡)و   (𝑅1,𝑠,𝑝)دهد ساده نشان می سیبرر

مسیر همیلتونی  3.2بنابر قضیه  بنابراین( قرار ندارند. 9)م-(3و )م

 𝑅2و  𝑅1 مسیر همیلتونی در [11] دارند. در نتیجه، طبق الگوریتم

 شود. ساخته می

𝑛 شکل با-𝑇یک گراف توری  𝐺𝑇فرض کنید  .3.4لم  − 𝑙 > 1 ،
𝑘 > ه دو رأس متمایز باشند ب 𝑡و  𝑠فرض کنید فرد باشد.  𝑘2 و 1

𝑠𝑥 که طوری ,𝑡𝑥 ≤ 𝑚 − 𝑘2  و(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  (11م(، )1شرایط )مدر-

𝐺𝑇)گاه آن( قرار نگیرد، 17م) ,𝑠,𝑡)  یعنی؛ داردمسیر همیلتونی 

𝐻𝑃(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡) .وجود دارد 

فرد  𝑛 )متناظراً زوج است 𝑛است. چون زوج  𝑙در این جا،  اثبات:

𝑛گیریم که نتیجه میاست(،  − 𝑙 متناظراً زوج است( 𝑛 − 𝑙  فرد

𝑘1,𝑘2,𝑘همچنین چون است(.  ≥ 𝑚به وضوح ، 1 ≥ فرض کنید . 4

𝑛 − 𝑙 =  2.4از لم  2گاه مسیر همیلتونی مانند حالت باشد، آن 2

𝑛نید شود. حال فرض کساخته می − 𝑙 > های زیر را در . حالت2

 گیریم. نظر می

𝑠𝑦. 1حالت  ,𝑡𝑦 > 𝑛 − 𝑙 . دو حالت زیر برای𝑙 دهد. رخ می 

𝑙). 1.1زیر حالت   > 𝑙( یا )2 = 𝑠𝑥) [و  2 ≠ 𝑡𝑥( ،)𝑠𝑥 = 𝑡𝑥 =

𝑘1 + 𝑠𝑥( یا )1 = 𝑡𝑥 = 𝑚 − 𝑘2) [ .)با یک برش  ،در این حالت

𝑅1 شکل را به دو زیر گراف توری-Tاف توری افقی گر = 𝑅(𝑘,𝑙)   و

𝑅2 = 𝑅(𝑚,𝑛 − 𝑙) را ببینید( به طوری 26کنیم )شکل افراز می 

𝑠,𝑡که  ∈ 𝑅1 . 

 
 .𝐺𝑇: يک برش افقی روی 26شکل 

زوج است. همچنین چون اندازه کل  𝑅1به وضوح زوج است  𝑙چون 

 𝑅1نیز زوج است. چون  𝑅2ریم که گیگراف زوج است، نتیجه می

در شرایط  (𝑅1,𝑠,𝑡)رنگی است. اگر -سازگار (𝑅1,𝑠,𝑡)زوج است، 

𝐺𝑇) گاه( صدق کند، آن2( یا )م1)م ,𝑠,𝑡) ( قرار 17( )م1در شرط )م

 2.4از لم  1گیرد، که تناقض است. مسیر همیلتونی مانند حالت می

مسیر همیلتونی در  [6]نجا طبق الگوریتم شود. در ایساخته می

(𝑅1,𝑠,𝑡) شود.ساخته می 
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𝑙 .2.1زیر حالت  = 𝑘1و   2 + 1 < 𝑠𝑥 = 𝑡𝑥 < 𝑚 − 𝑘2.  در این

𝑘حالت،  > 𝑘اگر . 3 = 𝑠𝑥و  3 = 𝑡𝑥 = 𝑘1 + گاه باشد، آن 2

(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡) برش گیرد، که تناقض است. با یک ( قرار می17در شرط )م

گراف شکل را به دو زیر-𝑇افقی و یک برش عمودی گراف توری توری

𝑅1  توری = 𝑇(𝑚,𝑛; 𝑘1,𝑘2 + 1, 𝑙)  و𝑅2 = 𝐺𝑇\ 𝑅2  افراز

𝑠,𝑡که  را ببینید( به طوری)آ( 27ل کنیم )شکمی ∈ 𝑅1 . چون𝑙  زوج

ف زوج زوج است. همچنین چون اندازه کل گرا 𝑅2به وضوح است، 

زوج است،  𝑅1نیز زوج است. چون  𝑅1گیریم که است، نتیجه می

(𝑅1,𝑠,𝑡) رنگی است.-سازگار (𝑅1,𝑠,𝑡)  گیرد. قرار می 2.4در لم

𝑑(𝑤)گیرید. چون برا در نظر  )ب(27 شکل = هر مسیر   2

ه ، بنابراین زیرمسیر کشیده شدعبور کند 𝑤از  یدبا  𝑅1همیلتونی در 

لت مانند حا 𝐺𝑇همیشه وجود دارد. مسیر همیلتونی در  27در شکل 

 شود. ساخته می 2.4از لم  1.2

 
 .𝐺𝑇افقی و عمودی روی  برش: يک 27شکل  

𝑠𝑦. 2حالت  ,𝑡𝑦 ≤ 𝑛 − 𝑙 .گیریم. دو حالت زیر را در نظر می 

𝑛) .1.2زیرحالت  − 𝑙 > 𝑛( یا )4 − 𝑙 =  𝑠ا )سفید باشد( ی𝑠 )[و  3

𝑡𝑥فرد باشد و  𝑠𝑦سیاه باشد،  = 𝑠𝑥 + مسیر همیلتونی مانند (. ](1

𝑅1 شود. در این جا،ساخته می 1.1زیرحالت  = 𝑅(𝑚,𝑛 − 𝑙)   و

𝑅2 = 𝑅(𝑘,𝑙) . 

𝑛 .2.2زیر حالت  − 𝑙 = 3 ،𝑠  سیاه باشد و]( 𝑠𝑦  فرد باشد و𝑡𝑥 >

𝑠𝑥 + 𝑡𝑥و  زوج باشد 𝑠𝑦( یا )1 > 𝑠𝑥)[) .  ،در این حالت𝑚  است. زوج

 شود. ساخته می 2.1ت مسیر همیلتونی مانند زیرحال

𝑠𝑦 .3حالت  ≤ 𝑛 − 𝑙  و𝑡𝑦 > 𝑛 − 𝑙.  در این جا نقش𝑠  و𝑡 تواند می

𝑛عوض شود. برای حالتی که  − 𝑙 = سیاه  𝑠است، فرض کنید   3

 ه حذف شده است. سفید باشد، به قرین 𝑠حالتی که  باشد.

𝑙) .1.3زیر حالت   > 𝑙( یا )2 = 𝑡و  2 ≠ (𝑘1 + 2,  𝑛).)  مسیر

𝑅2 شود. در این جا،ساخته می 1.4همیلتونی مانند لم  = 𝑅(𝑘,𝑙) و 

 𝑅1 = 𝑅(𝑚,𝑛 − 𝑙).  فرض کنید𝑤 = (𝑘1 + 1,  𝑛 − 𝑙)، گاه آن

𝑝 = (𝑘1 + 1, 𝑛 − ر غیرهمرنگ باشند؛ در غی 𝑤و  𝑠اگر   (1

𝑝اینصورت  = (𝑘1 + 2, 𝑛 − 1) . 

𝑛چون  − 𝑙 یا 𝑚  ،گیریم نتیجه میزوج است𝑅1  و𝑅2 .زوج هستند 

را  (𝑅2,𝑞,𝑡)رنگی هستند. -سازگار  (𝑅2,𝑞,𝑡)و  (𝑅1,𝑠,𝑝) به وضوح

𝑡𝑥. چون نظر بگیریددر  = 𝑞𝑥 ≠ 𝑘1 + شرایط  در (𝑅2,𝑞,𝑡)، پس 2

را در نظر بگیرید. چون  (𝑅1,𝑠,𝑝)کند. حال ( صدق نمی2)م( و 1)م

𝑛 − 𝑙 > ( قرار ندارد. شرط 1در شرط )م (𝑅1,𝑠,𝑝)، به وضوح 2

𝑛دهد که ( زمانی رخ می2)م − 𝑙 = 𝑝𝑥و  3 > 𝑘1 + 𝑝𝑥چون . 2 ≤

𝑘1 + در  (𝑅1,𝑠,𝑝)دهد. در نتیجه بنابراین چنین حالتی رخ نمی 2

 کند. ( صدق نمی2( و )م1)م شرایط

𝑙. 2.3زیر حالت  = 𝑡و  2 = (𝑘1 + 2, 𝑛) مسیر همیلتونی مانند .

 شود. ساخته می 2.1زیر حالت 

𝑛 شکل با-𝑇یک گراف توری  𝐺𝑇فرض کنید  .4.4لم  − 𝑙 > و  1

𝑘 >  که طوریه دو رأس متمایز باشند ب 𝑡و  𝑠فرض کنید  باشد. 1

(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  فرض کنید ( قرار نگیرد17م)-(11م(، )1ط )مشرایدر .

𝑠𝑥 ≤ 𝑘1  و𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘2گاه. آن (𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  ؛ داردمسیر همیلتونی

𝐻𝑃(𝐺𝑇 یعنی ,𝑠,𝑡) .وجود دارد 

 های زیر را در نظر بگیرید. حالتاثبات: 

𝑙). 1حالت  > 𝑛 و 1 − 𝑙 ( یا )زوج باشد𝑚  زوج باشد و𝑛 − 𝑙  فرد

 3.4از لم  1.2مانند زیر حالت  𝑡و   𝑠مسیر همیلتونی بین اشد(. ب

 شود. ساخته می

𝑙) .2حالت  = 𝑛و  𝑚( یا )1 − 𝑙  .)در این حالت، فرد باشند𝑘1  زوج

شود. در این ساخته می 1.4لم  مانند 𝑡و   𝑠مسیر همیلتونی است. 

𝑅1جا،  = 𝑅(𝑘1,𝑛 − 𝑙)  و𝑅2 = 𝐿(𝑚 − 𝑘,𝑛; 𝑘2,𝑙).  فرض کنید

𝑤 = (𝑘1,1). گاه آن𝑝 = (𝑘1,1)   اگر𝑠  و𝑤  غیرهمرنگ باشند؛ در

𝑝غیر اینصورت  = (𝑘1,2) . چون𝑘1  گیریم نتیجه میزوج است𝑅1 

رنگی -سازگار (𝑅2,𝑞,𝑡)و  (𝑅1,𝑠,𝑝)به وضوح  زوج هستند. 𝑅2و 

گاه ( صدق کند، آن2( و )م1رط )مدر ش (𝑅1,𝑠,𝑝)هستند. اگر

(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡) کند؛ که تناقض است. ( صدق می17در شرط )م 

𝑞𝑥را در نظر بگیرید. چون  (𝑅2,𝑞,𝑡)حال  = 𝑘1 + 1 ،𝑡𝑥 > 𝑚 −

𝑘2 ،𝑛 − 𝑙 > 𝑘و  1 > ( 5(، )م4(، )م3(، )م1)مبه وضوح شرایط ، 1

 (𝑅2,𝑞,𝑡)برای  (9یا )م( 8(، )م6دهد. اگر شرط )م( رخ نمی7و )م

𝐺𝑇)گاه برقرار باشد، آن ,𝑠,𝑡) ( 16(، )م15(، )م14(، )م12در شرط )م

 کند؛ که تناقض است.( صدق می17یا )م

اند کل بیان شده 4.4-1.4های هایی که در لمحالت .1.4قضیه 

𝐺𝑇)هایی است که برای حالت ,𝑠,𝑡) دهد.رخ می  

 زیر را در نظر بگیرید.  هایاثبات: حالت
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𝑛). 1حالت  − 𝑙 = 𝑛یا ) (1 − 𝑙 > 𝑘و 1 = 𝐺𝑇)گاه . آن(1 ,𝑠,𝑡)  در

 گیرد. قرار می 1.4لم 

𝑘2 .2حالت  > 𝑛 و 1 − 𝑙 >  . باشد 1

𝑠𝑥 .1.2حالت  ,𝑡𝑥 ≤ 𝑚 − 𝑘2. 

 زوج باشد.  𝑘2 .1.1.2حالت 

𝑛. 1.1.1.2حالت  − 𝑙 > 𝐺𝑇)گاه . آن2 ,𝑠,𝑡)  2.4لم  از 1در حالت 

 گیرد. قرار می

𝑛 .2.1.1.2حالت  − 𝑙 = 𝐺𝑇)گاه . آن2 ,𝑠,𝑡)  2.4لم  از 2در حالت 

 گیرد.قرار می

 فرد باشد. 𝑘2 .2.1.2حالت 

𝑠𝑦 .1.2.1.2حالت  ,𝑡𝑦 > 𝑛 − 𝑙گاه . آن(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  از لم  1در حالت

 گیرد.قرار می 3.4

𝑠𝑦. 2.2.1.2حالت  ,𝑡𝑦 ≤ 𝑛 − 𝑙گاه . آن(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  از لم  2در حالت

 گیرد.قرار می 3.4

𝑠𝑦. 3.2.1.2حالت  ≤ 𝑛 − 𝑙  و𝑡𝑦 > 𝑛 − 𝑙گاه . آن(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  در

 گیرد.قرار می 3.4از لم  3حالت 

𝑠𝑥 .2.2حالت  ≤ 𝑘1  و𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘2. گاه آن(𝐺𝑇 ,𝑠,𝑡)  44در لم. .

 گیرد.قرار می

𝑘1) .3.2 حالت + 1 ≤ 𝑠𝑥 ≤ 𝑚 − 𝑘2  و𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘2 یا )

(𝑠𝑥 ,𝑡𝑥 > 𝑚 − 𝑘2است. به عبارت  2.2و  1.2های (. قرینه حالت

مختصات رأس گوشه سمت  (1,1)دیگر، در این حالت فرض کنید 

  مختصات رأس گوشه سمت چپ بالا باشد. (𝑚,1)راست بالا و 

 شود.قضیه زیر نتیجه می، 4.4-1.4های لمو  2.3اساس قضیه  رب

شکل با دو رأس -Tیک گراف توری   𝐺𝑇 فرض کنید .42.قضیه 

𝐻𝑃(𝐺𝑇باشد.  𝑡و  𝑠متمایز  ,𝑠,𝑡)  وجود دارد اگر و تنها اگر𝑠  و𝑡 

𝐺𝑇)باشند و  رنگی-سازگار ,𝑠,𝑡) (10( و )م3، )م(1در شرایط )م-

 ( صدق نکند.17م)

شکل با دو رأس -𝑇یک گراف توری   𝐺𝑇  فرض کنید .43.قضیه 

و دور همیلتونی  𝑡و  𝑠گاه مسیر همیلتونی بین  آن .باشد 𝑡و  𝑠متمایز 

 شود.ساخته میبر حسب اندازه گراف در زمان خطی 

از آنجایی که برای پیدا کردن مسیر همیلتونی بین دو رأس اثبات: 

های پیدا کردن مسیر ریتماز الگو 𝐺𝑇در گراف توری  𝑡و  𝑠ین مع

استفاده  شکل-𝐿های توری مستطیلی و همیلتونی در گراف

در زمان خطی  𝐺𝑇 لتونی دریبنابراین پیدا کردن مسیر هم ،کنیممی

 (. 5.2بر قضیه شود )بناانجام می

 گیرینتیجه -5

ه ها بی مسیر همیلتونی را برای کلاسی از گراف، مسألهر این مقالهد

مورد بررسی قرار دادیم. ابتدا نشان  شکل-𝑇های توری نام گراف

ها مسیر در این گراف 𝑡و  𝑠دادیم که در چه شرایطی بین دو رأس 

𝐺𝑇)همیلتونی نداریم. سپس نشان دادیم که اگر  ,𝑠,𝑡) رنگی -سازگار

توان مسیر ار نداشته باشد، چگونه میشرایط ممنوعه قر درباشد و 

 در زمان خطی ساخت. را  𝑡و  𝑠 همیلتونی بین
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