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Abstract- The relative position and orientation parameters between two cameras in a stereo pair are included within the 

Essential matrix, E. The decomposition of this matrix into a rotation matrix, R, and a skew-symmetric matrix, S, is an efficient 

tool for retrieving the relative position and orientation of the cameras. In this paper, a new method is proposed to recover 

these parameters using the singular value decomposition (SVD) of the Essential matrix. First, using the SVD properties, the 

existing formulas in the decomposition of the Essential matrix into a rotation matrix and a skew-symmetric matrix are 

directly proved. Then, based on these results, a new method in the decomposition of the Essential matrix using SVD will be 

presented. The Essential matrix decomposition in this method is accomplished by extracting the base vector of the left null 

space of the Essential matrix and then followed by SVD decomposition of the skew-symmetric matrix corresponding to this 

base vector. In this method, the initial mapping of the Essential matrix, recovered from the erroneous coordinates of the 

corresponding image points in two images, into the space of Essential matrices does not require. The numerical analysis 

shows that the results of the new presented method are correct and identical with the results of the existing formulas. 
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یده ک  E ملالااتلاریلاا اسلالالالااسلالالالایهلالاا در تصلالالالااویلار اسلالالالاتلاریلاو، در درون اطلالاعلالاات ملاو لاعلایلالات و وضلالالالاعلایلالات نسلالالالا لای دوربلایلان -چ

(Essential Matrix)  مندرج اسلالالات. تج یه این ماتریا به یا ماتریا دورانR  و یا ماتریا پادمتقارنS ،و  تیمو ع یابیکارآمد در باز یاب ار

ضع س ی  تیو صاویر نیدوربن شد. در امیها در این ت ستفاده از مقاله نیبا سی هیتج ، با ا سا ضای پوچ چپ آن به مقادیر و  E ماتریا ا و بردار پایه ف

ها در تصاویر استریو ارائه شده است. ابتدا بازیابی مو عیت نس ی دوربین یبرا دیجد یروش، (Singular Value Decomposition)بردارهای منفرد 

، به طور مستقیم اث ات و ت یین SVDبا استفاده از تج یه  Sو ماتریا پادمتقارن  Rبه ماتریا دوران  Eموجود در تج یه ماتریا اساسی های فرمول

شی جدید در این مقاله ارائه و اث ات می ساس نتایج آن، رو سی شده و در ادامه بر ا سا شت اولیه ماتریا ا س ه  Eگردد. در این روش نیازی به نگا محا

های اساسی ن وده و این نگاشت در هنگام تعیین ماتریا پادمتقارن های خطادار نقاط عکسی متناظر در دو تصویر، به فضای ماتریاده از مختصاتش

S های تج یه موجود یکسان استدهد که نتایج روش جدید ارائه شده با نتایج حاصل از فرمولهای انجام شده نشان میگردد. بررسیانجام می. 

 .SVD هیتج  ن،یدورب ینس  تیو وضع تیمو ع یابیباز ،ینس  هیتوج ،یاساس ایماتر ی کلیدی:هاواژه

 

 مقدمه -1

های اصلی و بخش ی  ازحل مسأله توجیه نس ی در فتوگرامتری یک

 مهم محاس ات فتوگرامتری به منظور تولید ابر نقطه

. در مسأله توجیه نس ی، [2, 1]باشد سه بعدی از تصاویر می

های اول و دوم )مو عیت مرک  هر دوربین پارامترهای توجیه دوربین

𝑿𝑂 = [𝑋𝑜, 𝑌0, 𝑍𝑜]𝑇  و زوایای دوران(𝜔, 𝜑, 𝜅)  و یا به طور معادل

گردد. تعیین می 1( نس ت به سیستم مختصات مدلRماتریا دوران 

در صورتی که سیستم مختصات دوربین اول، منط ق بر سیستم 

𝑿𝑂1مختصات مدل فرض شود، یعنی:  = 𝑅1و  𝟎 = 𝐼( ،I  ماتریا

( در این صورت حل مسأله توجیه نس ی معادل با 3مرت ه از یکه 

تعیین پارامترهای توجیه دوربین دوم نس ت به دوربین اول خواهد 

,𝑋𝑜2بود، یعنی پارامترهای  𝑌02, 𝑍𝑜2, 𝜔2, 𝜑2, 𝜅2 . این محاس ات

. شرط هم [1]شود ای انجام میمعمولا با استفاده از شرط هم صفحه

های اول ای  بیان کننده آن است که پنج نقطۀ مراک  دوربینصفحه

ظر با نقطه زمینی در و دوم، نقطه زمینی و دو نقطه عکسی متنا

( 1شکل ) .[3]تصویر اول و دوم همگی بر یا صفحه  رار دارند 

ای بین دو دوربین در یا زوج تصویر را های شرط هم صفحهمولفه

، به ترتیب بردار 𝑿2و  𝑿1ارهای دهد. در این شکل، بردنشان می
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 𝑅مکان نقطه زمینی در سیستم مختصات دوربین اول و دوم، 

ماتریا دوران نس ی ت دیل بردار مکان از سیستم مختصات دوربین 

بردار مکان مرک  دوربین  𝑻دوم به سیستم مختصات دوربین اول و 

ای . همچنین بردارهباشنددوم در سیستم مختصات دوربین اول می

𝒙1  و𝒙2 به ترتیب بردارهای مکان نقاط عکسی متناظر با نقطه ،

های دوربین اول و سیستم مختصاتزمینی در تصویر اول و دوم در 

معادله شرط باشند. دو ضریب مخالف با صفر می 𝜆2و  𝜆1  و، دوم

باشد ای غیر خطی بوده و حل آن نیازمند مقادیر اولیه میهم صفحه

های اخذ . در فتوگرامتری هوایی با توجه به این که عکا[3, 1]

 2باشند و دوربین بر روی گیم الشده ن دیا به حالت  ائم می

توان مقادیر اولیه مجهولات توجیه مستقر است، در بیشتر موا ع می

پهپاد نس ی را برابر با صفر در نظر گرفت. در مقابل، در فتوگرامتری 

های اخذ حرکت دوربین آزادتر بوده و عکا هو فتوگرامتری برد کوتا

های زیادی باشند. در این توانند نس ت به هم دارای چرخششده می

موا ع، برابر با صفر  رار دادن مقادیر اولیه مجهولات درست نیست. 

در نتیجه، حتی اگر محاس ات توجیه نس ی به روش سرشکنی 

های تکرارهای متوالی همگرا هم بشوند، جواب کمترین مربعات در

. در این موا ع، [4]به دست آمده به احتمال زیاد درست نخواهد بود 

روش مناسب برای تعیین مقادیر اولیه مورد نیاز در محاس ات توجیه 

نس ی به روش سرشکنی کمترین مربعات،  استفاده از تج یه ماتریا 

باشد به ماتریا دوران نس ی و بردار جابجایی نس ی می E 3اساسی

و فتوگرامتری برد  4. این روش بیشتر در حوزه ماشین بینایی[6, 5]

کوتاه برای توجیه نس ی بین تصاویر متوالی مورد استفاده  رار 

 .[7]گیرد می

 
 ای بین دو دوربین های شرط هم صفحهمولفه :1شکل 

و ماتریا  Rبه ماتریا دوران  E در تج یه ماتریا اساسی

. رویکرد اول م تنی [8]دو رویکرد مختلف وجود دارد  Sپادمتقارن 

به مقادیر و بردارهای منفرد  E ماتریا اساسی 5VDSج یه بر ت

های ماتریا اساسی . رویکرد دوم م تنی بر ویژگی[9, 6, 5]باشد می

E ماتریا پادمتقارن ،S ن و ماتریا دوراR در [10, 8]باشد می .

های انجام شده بر روی تنی بر رویکرد دوم از عملیات، م [8]

 Rبرای بازیابی ماتریا دوران  E بردارهای سطری ماتریا اساسی

و ماتریا  Sهای ماتریا پادمتقارن استفاده شد و المان Sو ماتریا 

های داخلی بردارهای سطری دوران به صورت صریح، بر حسب ضرب

 یت رویکرد دوم در این استخراج شده است. م E ماتریا اساسی

مانند ، E های ماتریا اساسیاست که نیازی به اعِمال ج ری ویژگی

داشتن دترمینان برابر با صفر و داشتن دو مقدار منفرد اول و دوم 

، E یکسان و مقدار منفرد سوم مساوی با صفر به ماتریا اساسی
محاس ه شده از مختصات خطادار نقاط عکسی متناظر در دو تصویر 

از طریق  E . ولی در تج یه ماتریا اساسی[10, 8]وجود ندارد 

، لازم است که ماتریا SVDرویکرد اول و با استفاده از تج یه 

های محاس ه شده از روی نقاط متناظر به فضای ماتریا E اساسی

سی که دارای دترمینان برابر با صفر و دو مقدار منفرد اول و دوم اسا

باشند، نگاشت شود برابر با هم و مقدار منفرد سوم برابر با صفر می

-ایمجموعه تمام ماتر ،یاساس یهاایماتر یمنظور از فضا. [6, 5]

منفرد اول و دوم آن با هم برابر  ریمقادباشد که یم 3از مرت ه  ییها

با استفاده از  [11]در  صفر باشد. ابنفرد سوم آن برابر و مقدار م

هشت  Eماتریا اساسی  SVDو با استفاده از تج یه  رویکرد اول

مجموعه جواب برای ماتریا دوران نس ی و بردار جابجایی نس ی 

بدست آورده است. در این کار برای پایدارسازی و رسیدن به جواب 

های ماتریا اساسی به صورت  یدهایی در بهینه از اعمال ویژگی

برای تج یه ائه شده های ارفرمولحل مساله استفاده شده است. 

معرفی بر اساس  SVD [5 ,6]در رویکرد م تنی بر  Eماتریا اساسی 

αبه اندازه زاویه  Z)ماتریا دوران حول محور  Wماتریا  =

± 𝜋  ات ارائه شده برای این معادلات بدون بیان باشند. اث( می⁄2

و تنها بر این اساس است که نتیجه  Wدلیل استفاده از ماتریا 

 SVDمساوی با تج یه  Rدر ماتریا  Sماتریا  بحاصل ضر

به ترتیب دارای  Sو  Rهای بوده و ماتریا Eماتریا اساسی 

در این باشند. ویژگیهای ماتریا دوران و ماتریا پادمتقارن می

به  E های موجود در تج یه ماتریا اساسیمقاله، ابتدا  فرمول

بدون هیچ پیش فرضی و  Sو ماتریا پادمتقارن  Rماتریا دوران 

اث ات شده و و ماتریا اساسی  SVDهای تج یه ویژگی بر حسب 

، روش جدیدی . در ادامهگرددت یین می Wز ماتریا دلیل استفاده ا

به ماتریا  E برای تج یه ماتریا اساسی SVDم تنی بر تج یه 

شود. در این روش نیازی به ارائه می Sو ماتریا پادمتقارن  Rدوران 

از خارج از مسأله ن وده و به جای آن از معلومات  Wمعرفی ماتریا 

استفاده  Wخود مسأله برای تعیین ماتریسی معادل با ماتریا 

شود. همچنین روشی برای اطمینان حاصل کردن از این که می

می  Eماتریا اساسی  SVDدر تج یه  Vو  Uهای متعامد ماتریا

هام ناشی از این گردد تا ابباشند ارائه می Rبایست ماتریا دوران 

و ماتریا  Rبه ماتریا دوران  Eمساله در تج یه ماتریا اساسی 
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در این روش نیازی نیست که در ابتدا برطرف شود.  Sپادمتقارن 

های عکسی خطادار به محاس ه شده از مختصات E ماتریا اساسی

های اساسی نگاشت شود و این نگاشت در حین فضای ماتریا

 گردد.اعمال می Sقارن محاس ات ماتریا پادمت

این مقاله در پنج بخش ارائه خواهد شد. بخش اول مقدمه و بیان 

باشد که در بالا ارائه گردید. بخش دوم شامل معرفی و مساله می

های آن و اث ات و ، بیان  ویژگیEاث ات فرمول ماتریا اساسی 

به روش  Eهای موجود در تج یه ماتریا اساسی ت یین  فرمول

SVD باشد. در بخش سوم، روش جدید ارائه شده در این مقاله می

بیان شده و در بخش چهارم نتایج  Eبرای تج یه ماتریا اساسی 

های موجود و روش ارائه شده حاصل از بررسی عددی و عملی فرمول

مورد ارزیابی  رار خواهند گرفت. بخش پنجم نی  در برگیرنده نتیجه 

 باشد.گیری می

 تیو وضع تیموقع یپارامترها یابیو باز E یاساس سیماتر -2

 نیدورب

بر اساس رابطه شرط  Eدر این بخش، ابتدا فرمول ماتریا اساسی 

ای و رابطه توجیه نس ی فتوگرامتری استخراج شده و  هم صفحه

های موجود که در اث ات  فرمول Eهایی از ماتریا اساسی ویژگی

های موجود در تج یه ا  فرمولمورد استفاده خواهند بود بیان و سپ

 اث ات و ت یین خواهند شد. SVDماتریا 

 𝑬 ماتریس اساسی -1-2

ای فتوگرامتری به ، همان بیان شرط هم صفحهEماتریا اساسی 

. بنا به [5]باشد صورت یا رابطه خطی پروجکتیو دو بعدی می

شود، سه بردار ی نامیده میا( که شرط هم صفحه1معادله )

𝒙1، 𝑅𝒙2 و بردار ،𝒕 = 𝜆𝑻 باشند. به زبان ریاضی، در یا صفحه می

در صفحه وا ع باشند باید ضرب  𝒕، و 𝒙1، 𝑅𝒙2برای اینکه سه بردار 

 :[12]( برابر با صفر باشد 1گانه آنها مطابق با معادله )سه

(1)  𝒙1. (𝒕 × (𝑅𝒙2)) = 0, 𝒙1 = [
𝑥1

𝑦1

1
] , 𝒙2 = [

𝑥2

𝑦2

1
] , 𝒕 = [

𝑡𝑥

𝑡𝑦

𝑡𝑧

]  

اگر ضرب داخلی به صورت ماتریسی بیان شود و با توجه به این که 

𝒕ضرب خارجی  × (𝑅𝒙2)  با استفاده از یا ماتریا پادمتقارن

گانه  ابل بیان است، رابطه ضرب سه 𝒕و متناظر با بردار  Sمرت ه سه 

 ( به صورت زیر خواهد شد:1معادله )

(2) 𝒙1. (𝒕 × (𝑅𝒙2)) = 𝒙1
𝑇𝑆(𝑅𝒙2) = 𝒙1

𝑇𝑆𝑅𝒙2 =  𝒙1
𝑇𝐸𝒙2 

⟹ 𝐸 = 𝑆𝑅 

 ع ارت است از: Sماتریا  و

(3) 𝑆 = [𝒕]× = [

0 −𝑡𝑧 𝑡𝑦

𝑡𝑧 0 −𝑡𝑥

−𝑡𝑦 𝑡𝑥 0
] 

یا ماتریا از مرت ه سه  E=SRماتریا بردارهای در این رابطه 

با توجه به این که . [6]شود نامیده می E بوده و ماتریا اساسی

( در حد یا ضریب مقیاس همیشه بر رار است در این 2معادله )

مختصات توانند به صورت بردارهای هم می 𝒙2و   𝒙1معادله بردارهای 

-نقاط عکسی در سیستم مختصات دوربین و هم به صورت مختصات

فرض شوند.  z = 1نرمال عکسی با  مؤلفه سوم برابر با هموژن و های 

ین معادله از رابطه توجیه نس ی در فتوگرامتری نی  به صورت زیر ا

 باشد: ابل استخراج می

(4) 𝑿1 = 𝑅𝑿2 + 𝑻 

𝑻و اینکه  Tبا ضرب خارجی طرفین در بردار  × 𝑻 = ، خواهیم 𝟎

 داشت:
(5) 𝑻 × 𝑿1 = 𝑻 × 𝑅𝑿2 + 𝑻 × 𝑻 = 𝑻 × 𝑅𝑿2 

 خواهیم داشت: 𝑿1با ضرب داخلی طرفین در 

(6) 𝑿1. (𝑻 × 𝑿1) = 𝑿1. (𝑻 × 𝑅𝑿2) 

𝑻بر  𝑿1باشد چون سمت چپ رابطه فوق برابر با صفر می × 𝑿1 

 عمود است در نتیجه:

(7) 

𝑿1. (𝑻 × 𝑅𝑿2) = 0 ⟹ 𝜆1𝒙1. (𝜆𝒕 × 𝑅(𝜆2𝒙2)) = 0 

⟹ 𝒙1. (𝒕 × 𝑅𝒙2) = 0   

.𝒂بیان ضرب داخلی دو بردار به صورت ضرب ماتریسی،  𝒃 = 𝒂𝑻𝒃 ،

و نی  بیان ضرب خارجی دو بردار به صورت ضرب ماتریسی، 

𝒂 × 𝒃 = [𝒂]× 𝒃 ،( را نتیجه خواهد داد:2همان رابطه معادله ) 

(8) 𝒙1
𝑇𝑆𝑅𝒙2 = 0   ⇒     𝒙1

𝑇𝐸𝒙2    ,    𝑆 = [𝒕]× 

رابطه خطی پروجکتیو بین ( در آن است که یا 2اهمیت معادله )

کند. های عکسی و هموژن نقاط عکسی متناظر ایجاد میمختصات

توان با استفاده از مختصات عکسی نقاط متناظر در دو تصویر می

را در حد یا ضریب مقیاس تعیین کرد، به این  E ماتریا اساسی

باز هم ماتریا  Eمعنی که هر مضرب غیر صفری از ماتریا اساسی 

 E . در صورتی که ماتریا اساسی[9, 6]شود حسوب میاساسی م
و  Rتوان با استفاده از تج یه آن به ماتریا دوران معلوم باشد می

، مقادیر زوایای دوران و بردار جابجایی نس ی Sماتریا پادمتقارن 

بین دو دوربین را محاس ه کرد. در وا ع، پارامترهای تشکیل دهنده 

 باشند. این ماتریا همان پارامترهای توجیه نس ی می
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یا ثابت فرض کردن یکی از  𝒕در صورت یکه نمودن طول بردار 

𝑡𝑥مانند ) 𝒕های بردار المان = برای رفع نقص مقیاس در حل (، 1

 9دارای پنج درجه آزادی بوده و این ماتریا مسأله توجیه نس ی، 

𝑡𝑦)المان آن تابعی از پنج پارامتر توجیه نس ی  , 𝑡𝑧, 𝜔2, 𝜑2, 𝜅2) 

صویر اول و دوم باشند. در ازاء هر زوج نقطه عکسی متناظر در تمی

شود و به لحاظ تئوری با پنج زوج یا  ید به این ماتریا وارد می

 توان ماتریا اساسینقطه عکسی متناظر در تصویر اول و دوم می
E  های ماتریا اساسی. در بیشتر موا ع، المان[9]را محاس ه کرد 
E  گرددنقطه تعیین می 8نقطه و حدا ل  5با استفاده از بیش از 

[5 ,6] . 

یا رابطه بر  E ماتریا اساسی در این زمینه لازم به ذکر است که

بوده و تساوی  𝒙2و  𝒙1های هموژن و متناظر عکسیِ اساس مختصات

باشد. بنابراین، معادله در حد یا ضریب مقیاس غیر صفر بر رار می

یا ماتریا نی   E ماتریا اساسی( یا رابطه پروجکتیو بوده و 2)

نی  ماتریا اساسی  (E-)به ع ارت دیگر ماتریا باشد. پروجکتیو می

 و داریم:  [6, 5]گردد محسوب می

(9) 𝒙1
𝑇(±𝐸)𝒙2 = 0 

 𝑬های ماتریس اساسی ویژگی -2-2

یا ماتریا مربعی مرت ه سه با رت ه دو و  Eماتریا اساسی 

به صورت  E ماتریا اساسی SVDتج یه  .باشددترمینان صفر می

 باشد:در زیر می (10)معادله 

(10) 𝐸 = 𝑈Σ𝑉𝑇    ,    𝑈−1 = 𝑈𝑇     ,     𝑉−1 = 𝑉𝑇 

های متعامد از مرت ه ماتریا Vو  Uهای که در این معادله ماتریا

یا ماتریا  طری از مرت ه  Σشود که ماتریا سه بوده و ثابت می

 E . یعنی ماتریا اساسی[6]باشد ( می11سه به صورت معادله )
)بردار جابجایی نس ی  tفرد مساوی با نرم بردار دارای دو مقدار من

σ1باشد: بین دو دوربین( می = σ2 = σ = ‖𝒕‖ و مقدار منفرد ،

σ3باشد: سوم آن نی  برابر با صفر می = 0. 
 

(11) 
Σ =  [

σ 0 0
0 σ 0
0 0 0

] = σ [
1 0 0
0 1 0
0 0 0

] 

𝑆به صورت  Sهمچنین در تج یه ماتریا پادمتقارن  = 𝑈′Σ′𝑉′𝑇 ،

′Σماتریا  = Σ [6]باشد می. 

 یاساس سیماتر هیموجود در تجز یهااثبات فرمول -3-2
E 

با  Eهای موجود در تج یه ماتریا اساسی در این  سمت فرمول

و  Rبه ماتریا دوران  [6]( (12))معادلات  SVDاستفاده از تج یه 

( 1به صورت  ضیه ) SVDبا استفاده از روش  Sماتریا پادمتقارن 

ها تنها بر اث ات و ت یین خواهند شد. اث ات موجود برای این فرمول

، 𝑅2و  𝑅1های ت، فرمولاین اساس است که در این معادلا

های ماتریا 𝑆2و  𝑆1های های دوران بوده و ماتریاماتریا

( نتیجه ضرب 2باشند و با استفاده از معادله )پادمتقارن می

مساوی با همان تج یه  𝑅2و  𝑅1های با ماتریا 𝑆2و  𝑆1های ماتریا

SVD  ماتریا اساسیE  باشد.می (10)در معادله 

(12) 𝑆1 = 𝑈W𝑇Σ𝑈𝑇      ,      𝑅1 = 𝑈W𝑉𝑇 

𝑆2 = 𝑈𝑊Σ𝑈𝑇       ,      𝑅2 = 𝑈W𝑇𝑉𝑇 

 و

(13) 𝑊 = [
0 1 0

−1 0 0
0 0 1

] = [
𝑐𝑜𝑠(𝜋 2⁄ ) 𝑠𝑖𝑛(𝜋 2⁄ ) 0

−𝑠𝑖𝑛(𝜋 2⁄ ) 𝑐𝑜𝑠(𝜋 2⁄ ) 0
0 0 1

] = 𝑅𝑍 (+
𝜋

2
) 

 Vو  Uهای ها، فرض بر این است که ماتریادر این فرمول

باشند که این فرض + می1های متعامد و دوران با دترمینان ماتریا

 SVDباشد. چون در تج یه در حالت کلی فرض درستی نمی

می  -1+ یا 1های متعامد با دترمینان ماتریا Vو  Uهای ماتریا

باشند. در این اث ات دو سوال وجود دارد. سوال اول اینکه نقش 

و سوال دوم اینکه آیا ما مجاز  در این معادلات چیست Wماتریا 

به درج این ماتریا در معادلات هستیم و آیا اضافه نمودن این 

، خللی در درست بودن تج یه ماتریا SVDماتریا به تج یه 

نماید یا خیر؟ پاسخ سوال اول این است که درج این اساسی وارد می

که  شودمنجر به این می 𝑆2و  𝑆1های ماتریا در معادله ماتریا

ها یا ماتریا پادمتقارن باشند که اث ات آن در ادامه این ماتریا

 SVDهای تج یه خواهد آمد. پاسخ سوال دوم نی  بر اساس ویژگی

 Vو  Uهای اگر ماتریا (12)در ادامه بیان خواهد شد. در معادلات 

نی  یا  Wماتریا دوران فرض شوند، با توجه به اینکه ماتریا 

هر دو  𝑅2و  𝑅1های اشد در نتیجه ماتریابماتریا دوران می

های دوران خواهند بود. در ادامه این معادلات بر اساس ماتریا

اث ات شده  E های ماتریا اساسیو ویژگی SVDهای تج یه ویژگی

شود بر ها استفاده میدر این فرمول Wو علت اینکه چرا ماتریا 

( و 1گردد. در این اث ات از نتایج لم )ها بیان میاساس این ویژگی

 ( استفاده خواهد شد.2)

𝐴𝑇𝐴پادمتقارن باشد آنگاه  Aاگر ماتریا  (:1لم ) = 𝐴𝐴𝑇 

𝐴𝑇پادمتقارن است اگر  A ماتریا اثبات: = −𝐴توان . بنابراین می

 نوشت:
(14) 𝐴𝑇𝐴 = (−𝐴)𝐴 = 𝐴(−𝐴) = 𝐴𝐴𝑇 

 ، ماتریا اساسی باشد آنگاه خواهیم داشت:E=SRاگر  (:2لم )

(15) 𝐸𝑇𝐸 = 𝑅𝑇𝐸𝐸𝑇𝑅 
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یا ماتریا  S( ماتریا 2با توجه به اینکه ط ق معادله ) اثبات:

یا ماتریا دوران می باشد و با استفاده از لم  Rمتقارن و ماتریا 

 توان نوشت:( می1)

(16) 𝐸𝐸𝑇 = 𝑆𝑅(𝑆𝑅)𝑇 = 𝑆𝑅𝑅𝑇𝑆𝑇 =  𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑇𝑆 

(17) 𝐸𝑇𝐸 = (𝑆𝑅)𝑇𝑆𝑅 = 𝑅𝑇𝑆𝑇𝑆𝑅 = 𝑅𝑇𝑆𝑆𝑇𝑅 = 𝑅𝑇𝐸𝐸𝑇𝑅 

𝐸در صورتی که  (:1قضیه ) = 𝑈Σ𝑉𝑇 تج یه ،SVD ماتریا اساسی 
E  باشد آنگاه ماتریا دورانR  و ماتریا پادمتقارنS  در رابطه

 هایبه ترتیب برابر با ماتریا E=SRماتریا اساسی 

𝑅1 = 𝑈𝑊𝑇𝑉𝑇  یا𝑅2 = 𝑈𝑊𝑉𝑇  و𝑆1 = 𝑈ΣW𝑈𝑇 یا 

𝑆2 = 𝑈Σ𝑊𝑇𝑈𝑇  خواهند بود که در آن ماتریاW،  ماتریا دوران

𝛼به اندازه زاویه  Zحول محور  = 𝜋 𝑊 باشد:می ⁄2 = 𝑅𝑍(𝜋 2⁄ ). 

(18) 𝑆 = 𝑆1 = 𝑈ΣW𝑈𝑇   یا    𝑆 = 𝑆2 = 𝑈Σ𝑊𝑇𝑈𝑇 

(19) 𝑅 = 𝑅1 = 𝑈𝑊𝑇𝑉𝑇   یا   𝑅 = 𝑅2 = 𝑈𝑊𝑉𝑇        

 E ماتریا اساسی SVDو تج یه  (10)با استفاده از معادله  اثبات:
 خواهیم داشت:

(20) 𝐸𝐸𝑇 = 𝑈Σ𝑉𝑇𝑉Σ𝑈𝑇 = 𝑈ΣΣ𝑈𝑇 = 𝑈Σ2𝑈𝑇 

(21) 𝐸𝑇𝐸 = 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇 = 𝑉ΣΣ𝑉𝑇 = 𝑉Σ2𝑉𝑇 

 خواهیم داشت: (17)در معادله  (21)و  (20)گذاری معادلات با جای

(22) 

𝐸𝑇𝐸 = 𝑅𝑇𝐸𝐸𝑇𝑅     ⟹ 

 𝑉Σ2𝑉𝑇 = 𝑅𝑇𝑈Σ2𝑈𝑇𝑅 = (𝑅𝑇𝑈)Σ2(𝑅𝑇𝑈)𝑇 

 توان نتیجه گرفت که:از مقایسه طرفین تساوی فوق می

(23) 𝑅𝑇𝑈 = 𝑉   ⟹    𝑅𝑇 = 𝑉𝑈𝑇    ⟹   𝑅 = 𝑈𝑉𝑇 

خواهیم ( 2در معادله ) (10)( و معادله 23گذاری معادله )با جای

 داشت:

(24) 𝐸 = 𝑆𝑅    ⟹      𝑈Σ𝑉𝑇 = 𝑆𝑈𝑉𝑇     ⟹      𝑈Σ = 𝑆𝑈 

 و در نتیجه خواهیم داشت:

(25) 𝑆 = 𝑈Σ𝑈𝑇 

(، 2مطابق با معادله ) (23)در معادله  (25)در اینجا از ضرب معادله 

 شود:نتیجه می E ماتریا اساسی SVDیا همان تج یه  (10)معادله 

(26) 𝐸 = 𝑆𝑅 = 𝑈Σ𝑈𝑇𝑈𝑉𝑇 = 𝑈Σ𝑉𝑇 

، نتیجه مورد نظر از تج یه ماتریا اساسی (25)ولی نتیجه معادله 

E نی  درست نخواهد  (23)باشد و متعا ب با آن نتیجه معادله نمی

باشد به این دلیل نتیجه درستی نمی (25)بود. این که چرا معادله 

، نتیجه Bو هر ماتریا متقارن  Aبرای هر ماتریا است که 

، همگی 𝐴𝑇𝐵𝐴و  𝐴𝐴𝑇، 𝐴𝑇𝐴، 𝐴𝐵𝐴𝑇های ماتریسی ضرب

یا  Σباشند. با توجه به این که ماتریا های متقارن میماتریا

 (25)نتیجه معادله  ،ماتریا  طری و در نتیجه متقارن است بنابراین

( فرض بر 2نی  یا ماتریا متقارن خواهد بود. از طرفی در معادله )

تنا ض شده و باشد که منجر به یا می Sپادمتقارن بودن ماتریا 

نخواهد بود.  Sرابطه درستی برای ماتریا پادمتقارن  (25)معادله 

دو ویژگی و  E های ماتریا اساسین مشکل، از ویژگیبرای رفع ای

ها ع ارتند گیریم. این ویژگییا ماتریا کما می SVDدر تج یه 

، و نی  Vو  Uهای متعامد از ابهام در جهت بردارهای یکه ماتریا

امکان جابجایی بردارهای یکه متناظر با مقادیر منفرد یکسان در این 

در  Wتوان عملکرد ماتریا می دو ماتریا که با این دو ویژگی

 (25)را ت یین و مشکل متقارن بودن نتیجه معادله  (12)معادلات 

 را رفع نمود.

بردارهای منفرد یا ماتریا دارای ابهام در جهت بردار  ویژگی اول:

به ترتیب  𝒖𝑖و  𝒗𝑖ین معنی که اگر بردارهای . به ا[13]باشند می

باشد در این  Sراست و چپ از ماتریا  یکه فضای پوچبردارهای 

 Sنی  بردارهای منفرد ماتریا  (𝒖𝑖−)و  (𝒗𝑖−)صورت بردارهای 

 باشند:می

(27) 𝑆𝒗𝑖 = 𝜎𝑖𝒖𝑖      ⟹      𝑆(−𝒗𝑖)  = 𝜎𝑖(−𝒖𝑖) 

متناظر با هم  یجهت بردارها توانیم SVD یهتج  یادر  بنابراین

 داد. ییررا تغ Vو  U هاییادر ماتر

در صورتی که دو مقدار منفرد یا ماتریا با هم برابر  ویژگی دوم:

شان در باشند بردارهای منفرد متناظر با آنها از نظر جایگاه

هیچ رجحانی بر هم نداشته و در نتیجه  Vو  Uهای متعامد ماتریا

توان جای دو بردار منفرد و متناظر با دو مقدار منفرد مساوی را می

منظور با هم تعویض کرد.  Vو  Uای هبه صورت هم زمان در ماتریا

جای دو بردار با هم  Uاز هم مانی این است که اگر در ماتریا 

نی  باید جای بردارهای متناظر با آنها نی  با  Vعوض شد در ماتریا 

توان این دو بردار منفرد را با هر دو همچنین میهم عوض شود. 

د  رار دارند بردار یکه متعامدی که در صفحه این دو بردار منفر

هایی که برای ماتریا SVD. در عمل تج یه [12]جایگ ین کرد 

ند صرفنظر از جهت بردارها، منحصر دارای مقادیر منفرد یکسان هست

تواند دارای بینهایت تج یه به فرد نیست. یعنی یا ماتریا می
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SVD  باشد. بنابراین با توجه به اینکه در تج یهSVD  ماتریا

باشد دارای دو مقدار منفرد مساوی با هم می Σماتریا ، E اساسی

جای دو بردار ستونی اول  Vو  Uهای توان در ماتریادر نتیجه می

تغییر جایگاه بردار و دوم را به صورت هم مان با هم عوض کرد. 

با توجه به اینکه مقدار منفرد  ،Vو  Uهای ستونی سوم از ماتریا

نیست مجاز ن وده و تنها تغییر متناظر با این بردارهای منفرد تکراری 

. بردارهای ستونی سوم در باشنداین بردارها  ابل انجام می جهت

به ترتیب همان بردارهای پایه برای فضای پوچ  Vو  Uهای ماتریا

 باشند. می E چپ و راست ماتریا اساسی

های در صورتی که در ماتریا، E ماتریا اساسی SVDدر تج یه 

U  وV  تغییر جهت یا بردار و تغییر مکان دو بردار اول و دوم با هم

و  Uهای و به صورت هم مان انجام شود، علامت دترمینان ماتریا

V  نی  تغییر نخواهد کرد. انجام توأم تغییر جهت یا بردار و تغییر

معادل است  V و Uهای مکان دو بردار ستونی اول و دوم در ماتریا

 Zحول محور  Wبا ضرب این دو ماتریا از راست با ماتریا دوران 

𝛼به اندازه  = 𝜋 𝛼یا  ⁄2 = − 𝜋 2⁄ . 

(28) 

𝑈 = [𝒖1 𝒖2 𝒖3] ⟹ 

𝑈1 = 𝑈𝑊 = [−𝒖2 𝒖1 𝒖3] 

𝑈2 = 𝑈𝑊𝑇 = [𝒖2 −𝒖1 𝒖3] 
 

(29) 

𝑉 = [𝒗1 𝒗2 𝒗3] ⟹ 

𝑉1 = 𝑉𝑊 = [−𝒗2 𝒗1 𝒗3] 

𝑉2 = 𝑉𝑊𝑇 = [𝒗2 −𝒗1 𝒗3] 

هر دو ماتریا دوران با  𝑊𝑇و  𝑊های با توجه به اینکه ماتریا

باشند بنابراین، ضرب این دو ماتریا علامت + می1دترمینان 

همچنین همانطور  را تغییر نخواهد داد. Vو  Uهای دترمینان ماتریا

که گفته شد تغییر جهت توأم یا بردار با  تغییر مکان دو بردار 

یا  SVDنفرد مساوی، تغییری در تج یه متناظر با مقدارهای م

𝑈1Σ�̅�1ماتریا ایجاد نخواهد کرد و نتیجه ضرب ماتریسی 
𝑇  یا

𝑈2Σ�̅�2
𝑇  برابر با𝑈Σ𝑉𝑇  خواهد بود. برای اث ات این موضوع ابتدا با

 : توان نوشتمی (11)معادله استفاده از 

(30) 𝑊Σ = Σ𝑊 = [
0 𝜎 0

−𝜎 0 0
0 0 0

]  ,  𝑊𝑇Σ = Σ𝑊𝑇 = [
0 −𝜎 0
𝜎 0 0
0 0 0

] 

 در نتیجه خواهیم داشت:

(31) 𝑈1Σ�̅�1
𝑇 =  𝑈𝑊Σ(𝑉𝑊)𝑇 = 𝑈𝑊Σ𝑊𝑇𝑉𝑇 = 𝑈Σ𝑊𝑊𝑇𝑉𝑇

= 𝑈Σ𝑉𝑇 = 𝐸 

(32) 𝑈2Σ�̅�2
𝑇 =  𝑈𝑊𝑇Σ(𝑉𝑊𝑇)𝑇 = 𝑈𝑊𝑇Σ𝑊𝑉𝑇 = 𝑈Σ𝑊𝑇𝑊𝑉𝑇

= 𝑈Σ𝑉𝑇 = 𝐸 

 Σوا ع در سمت چپ ماتریا  Uماتریا  ،(25)حال اگر در معادله 

 Uضرب کنیم و به ع ارت دیگر  𝑊𝑇یا  Wرا از راست به ترتیب در 

 ،(23)ت دیل کنیم و معادل با آن در معادله  𝑈2یا  𝑈1را به ترتیب به 

 Vضرب کنیم و  Wیا  𝑊𝑇را نی  از راست به ترتیب در  Vماتریا 

ت دیل کنیم بایستی نتیجه ضرب  𝑉2یا  𝑉1را به ترتیب به 

 ماتریا اساسی SVDدوباره با تج یه  Rو  Sتقارن های پادمماتریا
E :برابر باشد 

(33) 

𝑆1 = 𝑈1ΣU𝑇 = 𝑈𝑊ΣU𝑇 = 𝑈Σ𝑊U𝑇 

𝑅1 = 𝑈𝑉1

𝑇
= 𝑈(𝑉𝑊)𝑇 = 𝑈𝑊𝑇𝑉𝑇 

⇒ 𝑆1𝑅1 = 𝑈Σ𝑊𝑈𝑊𝑇𝑉𝑇 = 𝑈Σ𝑊𝑊𝑇𝑉𝑇 = 𝑈Σ𝑉𝑇 = 𝐸 

 و همچنین:

(34) 

𝑆2 = 𝑈2ΣU𝑇 = 𝑈𝑊𝑇ΣU𝑇 = 𝑈Σ𝑊𝑇U𝑇 

𝑅2 = 𝑈𝑉2

𝑇
= 𝑈(𝑉𝑊𝑇)𝑇 = 𝑈𝑊𝑉𝑇 

⇒ 𝑆2𝑅2 = 𝑈Σ𝑊𝑇U𝑇𝑈𝑊𝑉𝑇 = 𝑈ΣW𝑇𝑊𝑉𝑇 = 𝑈Σ𝑉𝑇 = 𝐸 

های پادمتقارن ، ماتریا𝑆2و  𝑆1های حال باید ثابت شود که ماتریا

باشند. با توجه به های دوران می، ماتریا𝑅2و  𝑅1های و ماتریا

های ماتریا Σ𝑊𝑇و  Σ𝑊های ماتریا (30)این که در معادلات 

 توان نوشت:باشند میپادمتقارن می

(35) Σ𝑊 = [
0 𝜎 0

−𝜎 0 0
0 0 0

]         ⟹      (Σ𝑊)𝑇 = −Σ𝑊 

(36) Σ𝑊𝑇 = [
0 −𝜎 0
𝜎 0 0
0 0 0

]      ⟹      (Σ𝑊𝑇)𝑇 = −Σ𝑊𝑇 

𝑆1های ماتریادر نتیجه، ترانهاده  = 𝑈Σ𝑊U𝑇  و𝑆2 = 𝑈Σ𝑊𝑇U𝑇 

 ( به صورت زیر خواهند بود:(12)معادلات )در 

(37) 

𝑆1
𝑇 = (𝑈W𝑇Σ𝑈𝑇)𝑇 = (𝑈ΣW𝑇𝑈𝑇)𝑇 = 𝑈(Σ𝑊𝑇)𝑇𝑈𝑇

= −𝑈Σ𝑊𝑇𝑈𝑇 = −𝑆1 

𝑆2
𝑇 = (𝑈WΣU𝑇)𝑇 = (𝑈ΣWU𝑇)𝑇 = 𝑈(Σ𝑊)𝑇𝑈𝑇 = −𝑈Σ𝑊𝑈𝑇

= −𝑆2 

 باشند.های پادمتقارن میماتریا 𝑆2و  𝑆1های بنابراین، ماتریا

، فرض  شده است که (12)همچنین با توجه به اینکه در معادلات 

باشند و نی  اینکه ماتریا های دوران میماتریا Vو  Uهای ماتریا

W های ماتریاباشد در نتیجه در روابط ماتریا دوران می𝑅1 =



 و همکارانورشوساز ....................... ویاستر ریدر تصاو هانیدورب ینس  تیمو ع یابیباز یابر یو فتوگرامتر یینایب نیدر ماش نینو یکارراه

 

82 

 

𝑈𝑊𝑉𝑇  و𝑅2 = 𝑈𝑊𝑉𝑇  ( نی  (12))در معادلات𝑅1  و𝑅2  ماتریا

 دوران خواهند بود. 

 (.1پایان اث ات  ضیه )

یا ماتریا  E همانطور که   لا نی  گفته شد ماتریا اساسی 

باشد بنابراین ارت اط بین دو تصویر اول و دوم هم پروجکتیو می

باشد. بدین بر رار می 𝐸−و هم توسط ماتریا  𝐸توسط ماتریا 

بر رار است. تج یه هر  𝐸±(، تساوی در ازاء 2معنی که در معادله )

در  𝑊𝑇و  𝑊های در ازاء استفاده از ماتریا (𝐸−)و  𝐸دو ماتریا 

یکسان  𝑅2و  𝑅1های دوران منجر به تولید ماتریاو حالت، هر د

بدست آمده از تج یه ماتریا  𝑆2و  𝑆1های خواهد شد. ولی ماتریا

𝐸 های با ماتریا𝑆1  و𝑆2  بدست آمده از تج یه ماتریا(−𝐸)  با

هایی که از تج یه باشند. در حالت کلی تعداد جوابهم  رینه می

 از بدست خواهد آمد، برابر با چهار زوج 𝐸−و  𝐸های ماتریا

,𝑅1)های ماتریا 𝑆1), (𝑅1, 𝑆2), (𝑅2, 𝑆1), (𝑅2, 𝑆2)  که در آن است

𝑆1 = −𝑆2 باشد. جواب وا عی از تج یه ماتریا اساسیمی E  به

، یکی از این چهار زوج Sو ماتریا پادمتقارن  Rماتریا دوران 

 ید  مانند اعمالماتریا خواهد بود که بایستی به روشی مناسب 

, 14]تعیین گردد  cheirality constraint ید  عمق مث ت یا اعمال

هر چهار حالت فوق را ها در ( نحوه  رارگیری دوربین2. شکل )[15

 دهد.نشان می

 دوران سیبه ماتر Vو  Uمتعامد  یهاسیماتر لیتبد -4-2

همانطور که   لا نی  اشاره شد، از شرایط استفاده از معادلات 

و ماتریا  Rبه ماتریا دوران  Eدر تج یه ماتریا اساسی  (12)

حاصل از تج یه  Vو  Uهای این است که ماتریا Sپادمتقارن 

SVD باشند. در این معادلات، 1، ماتریا دوران با دترمینان +

های دوران باشند توانند ماتریازمانی می 𝑅2و  𝑅1های ماتریا

 -1+ یا 1هر دو با هم برابر با  Vو  Uهای ماتریا که دترمینان

به مقادیر و بردارهای  E در تج یه ماتریا اساسیباشند. ولی 

 های متعامد بوده و دترمینان ماتریا Vو  Uهای ماتریامنفرد، 

 
بر حسب  Bو  Aهای قرارگیری دوربینچهار حالت مختلف  -2شکل 

 . 𝑺𝟐 [5]و  𝑺𝟏ی پادمتقارن هاماتریسو  𝑹𝟐و  𝑹𝟏ی دوران هاماتریس

 Vو  Uهای باشد، بدین معنی که ماتریامی -1+ یا 1با آنها برابر 

اگر در معادلات  . ولی[12]های دوران نیستند در حالت کلی ماتریا

های غیر هم علامت باشند دارای دترمینان 𝑉و  𝑈های ماتریا (12)

خواهد بود  -1دارای دترمینان برابر با  𝑅2و  𝑅1های نتیجه فرمول

که نادرست است و این موضوع، باعث سردرگمی و اشت اه در نتایج 

ا بایستی به روشی مناسب آنها را به ماتریخواهد شد. بنابراین، 

دوران ت دیل کرد طوری که باعث ایجاد نتایج اشت اه در تج یه 

کاری به در اینجا برای حل این مشکل راه نگردد. Eماتریا اساسی 

ماتریا اساسی  SVDشود به نحوی که در تج یه صورت زیر ارائه می

E ،های ماتریاU  وV  بوده و نتیجه 1دارای دترمینان مساوی با +

حتما ماتریا دوران باشند.  (12)در معادلات  𝑅2و  𝑅1های فرمول

 Uهای ماتریا، Eماتریا اساسی  SVDبرای این منظور در تج یه 

که دترمینان آنها  (38)در معادلات  +𝑉و  +𝑈های را با ماتریا Vو 

 کنیم. + است جایگ ین می1همیشه برابر با 

(38) 
𝑈+ = 𝑈𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1 det (𝑈)]) 

𝑉+ = 𝑈𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1 det (𝑉)]) 

 یا ماتریا  طری کامل به صورت  Σدر این حال، اگر ماتریا 

Σ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎1 𝜎2 𝜎3)  بود آنگاه بایستی با ماتریاΣ+   در

𝐸به صورت  E شد و ماتریا اساسیجایگ ین می (16)معادله  =

𝑈+Σ+𝑉+
𝑇 گردید.تج یه می 

 

(39) 

Σ+ = 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝜎1, 𝜎2, 𝜎3
′]) 

𝜎3
′ =  𝜎3 det(𝑈) det(𝑉) 

𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ |𝜎3
′| 
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Σبرابر با Σ اما با توجه به اینکه ماتریا  = 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝜎 𝜎 0]) 

+Σباشد و عضو  طری سوم آن برابر با صفر است بنابراین، می = Σ 

و  Uهای که در آن ماتریا E ماتریا اساسی SVDبوده و تج یه 

V های دوران به ماتریا𝑈+  و𝑉+ اند به صورت معادله ت دیل شده

 خواهد بود. (40)

(40) 𝐸 = 𝑈+Σ𝑉+
𝑇 

ماتریا  SVDدر ادامه مقاله فرض بر این خواهد بود که در تج یه 

که در روش جدید تج یه  Sو یا ماتریا پادمتقارن ، E اساسی

مورد  Sو ماتریا پادمتقارن  Rبه ماتریا دوران  E ماتریا اساسی

به ترتیب به  Vو  Uهای متعامد گیرد، ماتریااستفاده  رار می

اند و از این به بعد این ت دیل شده +𝑈و  +𝑈های دوران ماتریا

کار آورده خواهند شد. استفاده از این راه ’+‘ها بدون اندیا ماتریا

و  Rبه ماتریا دوران  E باعث رفع ابهام در تج یه ماتریا اساسی

 خواهد شد. (12)با استفاده از معادلات  Sماتریا پادمتقارن 

 هیتجز قیاز طر Sو  R  یهاسیماتر نییدر تع دیروش جد -3

SVD یاساس سیماتر E 

به ماتریا  E در این بخش، روش جدید تج یه ماتریا اساسی

ماتریا  SVDکه م تنی بر تج یه  Sو ماتریا پادمتقارن  Rدوران 

شود. در باشد ارائه میو بردار پایه فضای پوچ چپ آن می Eاساسی 

از  Wنیازی به معرفی ماتریا  (25)این روش همچون معادلات 

خارج از مسأله ن وده و به جای آن از معلومات خود مسأله برای 

شود. برای اث ات استفاده می Wتعیین ماتریسی معادل با ماتریا 

شود که ود. در این لم بیان میش( اث ات می3این روش ابتدا لم )

بین دو تصویر، بردار پایه فضای پوچ چپ  tبردار جابجایی نس ی 

باشد. ( می2در معادله ) Sو ماتریا پادمتقارن  Eماتریا اساسی 

سپا در ادامه با استفاده از نتیجه این لم، روش جدید تج یه 

 گردد.   بیان می Eماتریا اساسی 

، و متناظر با ماتریا tنس ی بین دو تصویر، بردار جابجایی (: 3لم )

(، بردار پایه برای فضای پوچ چپ 1، در معادله )𝑆پادمتقارن 

𝒕باشد، یعنی: می Sو  E هایماتریا = 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐸𝑇) =

𝑁𝑢𝑙𝑙(𝑆𝑇) = 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝑆) ، و این بردار در صورت یکه بودن، مساوی با

 E از ماتریا اساسی SVDدر تج یه  Uاز ماتریا  𝒖3بردار ستونی 
 باشد.می

𝐸𝑇𝒕کنیم ثابت میاثبات:  = 𝑆𝑇𝒕 = 𝐸𝒕 = 𝑆𝒕 = . با توجه به این 𝟎

که ضرب خارجی هر بردار با خودش برابر با بردار صفر است خواهیم 

 داشت:

(41) 
𝑆𝑇𝒕 = −𝑆𝒕 = −𝒕 × 𝒕 = 𝟎    ⟹    𝒕 = 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝑆) = 𝑁𝑢𝑙𝑙(S𝑇) 

𝒕 = [

𝑡𝑥

𝑡𝑦

𝑡𝑧

]     ,    𝑆 = [𝒕]× =  [

0 −𝑡𝑧 𝑡𝑦

𝑡𝑧 0 −𝑡𝑥

−𝑡𝑦 𝑡𝑥 0
] 

 همچنین:

(42) 
𝐸 = 𝑆𝑅   ⟹    𝐸𝑇 = 𝑅𝑇𝑆𝑇 = −𝑅𝑇𝑆 

𝐸𝑇𝒕 = −𝑅𝑇𝑆𝒕 = −𝑅𝑇(𝒕 × 𝒕) = −𝑅𝑇(𝟎) = 𝟎 ⟹ 𝒕
= 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐸𝑇) 

برابر با  E منفرد سوم ماتریا اساسیبا توجه به این که تنها، مقدار 

 E باشد در نتیجه فضای پوچ راست و چپ ماتریا اساسیصفر می
، SVDهای تج یه باشند. بنابراین، با توجه به ویژگییا بعدی می

همان بردار یکه ایجاد کننده فضای  Uبردار ستونی سوم از ماتریا 

𝑈. در نتیجه اگر [12]خواهد بود  E پوچ چپ ماتریا اساسی =

 [𝒖1 𝒖2 𝒖3]  باشد، آنگاه بردار یکه�̂� :به صورت زیر خواهد بود 

(43) 𝒕 =
𝒕

‖ 𝒕 ‖
= 𝒖3 

 E یاساس سیماتر هیدر تجز دیروش جد -1-3

 ،Eروش جدید ارائه شده در این مقاله برای تج یه ماتریا اساسی 
 Sو ماتریا پادمتقارن  Eماتریا اساسی  SVDم تنی بر تج یه 

در باشد. می Eمتناظر با بردار پایه فضای پوچ چپ ماتریا اساسی 

 𝑆که متناظر با ماتریا پادمتقارن  𝒕( ثابت شد که بردار 3لم )

و  𝑆±و  𝐸±های باشد، بردار پایه برای فضای پوچ چپ ماتریامی

باشد. همچنین، می 𝑆±همچنین بردار پایه برای فضای پوچ راست 

از  𝒖3در صورت یکه بودن مساوی با بردار ستونی سوم  𝒕بردار 

 باشد:می E ماتریا اساسی SVDدر تج یه  Uماتریا 

(44) 𝒕 = 𝒖3 = 𝑁𝑢𝑙𝑙(±𝐸𝑇) = 𝑁𝑢𝑙𝑙(±𝑆𝑇) = 𝑁𝑢𝑙𝑙(±𝑆) 

𝑆گفته شد ماتریا  (39)همانطور که در بالا و در معادله  = 𝑈Σ𝑈𝑇 

یا ماتریا ، E ماتریا اساسی SVDبدست آمده از تج یه 

 پادمتقارن ن وده و یا ماتریا متقارن است که مد نظر ما نیست.

و با استفاده از تج یه  E بنابراین، با فرض معلوم بودن ماتریا اساسی

SVD ماتریا اساسی E ،توان ماتریامی 𝑆 = [𝒕]× = [𝒖3]×  را

تواند از تج یه می 𝒖3محاس ه کرد. ال ته در این رابطه، بردار یکه 

های اساسی   ل از نگاشت آن به فضای ماتریا E ماتریا اساسی

های خطادار نقاط عکسی متناظر در دو تصویر باشد که از مختصات

بدست  𝑆ماتریا  SVDر تج یه اول و دوم تعیین شده است. حال اگ

𝑆̅آمده از این روش برابر با  = 𝑈′Σ′𝑉′𝑇 توان باشد در این صورت می

𝑆با اعمال یا سری ت دیلات ماتریسی، رابطه ماتریسی  = 𝑈Σ𝑈𝑇 
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های را به یا ماتریا پادمتقارن بر حسب ماتریا (25)در معادله 

𝑈′، 𝑉′  وΣ′  های از ویژگیت دیل کرد. همانطور که   لا ذکر شد

های اساسی نگاشت شده که به فضای ماتریا E ماتریا اساسی

، با ماتریا مقادیر منفرد Σاین است که ماتریا مقادیر منفرد آن، 

Σباشند: یکسان می 𝑆ماتریا  = Σ′ [6]توان نوشت: . در نتیجه می

𝑆 = 𝑈′Σ𝑉′𝑇 . با توجه به این که بردار𝒖3  دارای طول واحد است و

𝑆̅از رابطه   𝑆چون ماتریا  = [𝒖3]× شود بنابراین محاس ه می

، برابر با یا خواهند بود و در این 𝑆مقادیر منفرد اول و دوم ماتریا 

Σبه صورت  Σو  ′Σصورت رابطه بین ماتریا  = σΣ′  .خواهد بود 

های دوران ماتریا ′𝑉و  ′U ،𝑈هر سه ماتریا با توجه به این که 

توان با یا ت دیل متعامد آنها را به یکدیگر باشند بنابراین میمی

با استفاده از  Uو ماتریا  ′𝑈ت دیل کرد. اگر فرض کنیم ماتریا 

با استفاده از ماتریا  Uو ماتریا  ′𝑉، و ماتریا Aماتریا متعامد 

اشند آنگاه خواهیم ، و به صورت زیر با یکدیگر مرت ط بBمتعامد 

 داشت:

(45) 
𝑈′ = 𝑈𝐴 ⟹ 𝐴 = 𝑈𝑇𝑈′ 

𝑉′ = 𝑈𝐵   ⟹      𝐵 = 𝑈𝑇𝑉′ 

بر حسب ماتریا  ′𝑉و  ′𝑈های و ماتریا Σبا  ′Σحال با جایگ ینی 

U  در رابطه  (45)از معادلات𝑆 = 𝑈′Σ′𝑉′𝑇 :خواهیم داشت 

(46) 𝑆 = 𝑈𝐴Σ(𝑈𝐵)𝑇 = 𝑈𝐴Σ𝐵𝑇𝑈𝑇 

𝐴Σ، رابطه Aو چون در ازاء هر ماتریا  = Σ𝐴 باشد )  لا بر رار می

 آید:ثابت شد( رابطه فوق به صورت زیر در می

(47) 𝑆 = 𝑈Σ𝐴𝐵𝑇𝑈𝑇 

یا ماتریا  (47)بدست آمده از معادله  𝑆حال ماتریا  ندر ای

به صورت  (25)پادمتقارن خواهد بود. با اعمال این تغییر در معادله 

نی  باید تغییر یابد تا  (23)در معادله  Rمتقابل باید رابطه ماتریا 

باشد. برای  E معادل با ماتریا اساسی SRنتیجه ضرب ماتریسی 

 یابد: به صورت زیر تغییر می (23)در معادله  Rاین منظور ماتریا 

(48) 𝑅 = 𝑈𝐵𝐴𝑇𝑉𝑇 

گذاری کنیم، ( جای2را در معادله ) (48)و  (47)حال اگر معادلات 

های متعامد هستند، ماتریا Bو  U ،Aهای با توجه به اینکه ماتریا

 خواهیم داشت:

(49) 𝐸 = 𝑆𝑅 =  𝑈Σ𝐴𝐵𝑇𝑈𝑇𝑈𝐵𝐴𝑇𝑉𝑇 = 𝑈Σ𝐴𝐵𝑇𝐵𝐴𝑇𝑉𝑇

= 𝑈Σ𝐴𝐴𝑇𝑉𝑇 = 𝑈Σ𝑉𝑇 

 باشد.می (10)در معادله  E ماتریا اساسی SVDکه همان تج یه 

نی  بردار پایه برای فضای  (𝒕−)همانطور که   لا نی  ذکر شد بردار 

شود. در نتیجه بایستی محسوب می E پوچ چپ ماتریا اساسی

𝑆محاس ات یا بار دیگر برای ماتریا  = [−𝒕]×   .نی  تکرار شود

 ماتریا SVDبدست آمده از تج یه  𝑅و  𝑆های اگر ماتریا

𝑆 = [𝒕]×  را با𝑆1  و𝑅1 های و ماتریا𝑆  و𝑅  بدست آمده از تج یه

𝑆ماتریا  = [−𝒕]×  را با𝑆2  و𝑅2  چهار از بین نشان دهیم باز هم

,𝑅1)زوج ماتریا  𝑆1), (𝑅1, 𝑆2), (𝑅2, 𝑆1), (𝑅2, 𝑆2) که در آن 

𝑆1 = −𝑆2 باشد تنها یکی جواب مسأله ما خواهد بود. می 

بایستی  (45)در معادلات  Bو  Aهای در این روش، ماتریا

های دوران حول محور و یا ماتریا Zهای دوران حول محور ماتریا

Z اند باشند. علت این موضوع که در یا ماتریا انعکاس ضرب شده

بردار پایه فضای پوچ راست و چپ ماتریا ، tآن است که بردار 

بردار پایه فضای پوچ چپ ، tبوده و همچنین بردار  Sپادمتقارن 

رهای ستونی باشد. بنابراین، بردا( می2در معادله ) E ماتریا اساسی

با هم برابر  ±1در حد یا ضریب  ′𝑉و  ′U ،𝑈های سوم از ماتریا

در نهایت یا  𝐴𝐵𝑇خواهند بود. همچنین، نتیجه ضرب ماتریسی 

و  (47)خواهد بود. از مقایسه معادله  Zماتریا دوران حول محور 

𝐴𝐵𝑇شود که نتیجه می (12)( با معادلات 48) = 𝑊 و یا 

𝐴𝐵𝑇 = 𝑊𝑇 .در این روش دیگر نیازی به معرفی ماتریا  خواهد بود

W های از خارج از مساله ن وده و به جای آن ماتریاA  وB  از درون

آیند. بنابراین دیگر ابهامی در نحوه تاثیر خود مساله بدست می

 در نتایج وجود نخواهد داشت. Wماتریا 

 دیخلاصه مرحله به مرحله روش موجود و روش جد -2-3

 E یاساس سیماتر هیدر تجز

ای از مراحل روش موجود و روش جدید در در این  سمت خلاصه

و ماتریا  Rهای دوران به ماتریا Eتج یه ماتریا اساسی 

شود. به صورت خلاصه در تج یه ماتریا آورده می Sپادمتقارن 

با استفاده از  Sو ماتریا پادمتقارن  Rاساسی به ماتریا دوران 

، چهار سری جواب ممکن از دو روش Eماتریا اساسی  SVDتج یه 

 باشند:زیر  ابل محاس ه می

 E مراحل روش موجود در تجزیه ماتریس اساسی -1-2-3

با  مقادیر و بردارهای منفردبه  E تج یه ماتریا اساسی .1

 (10استفاده از رابطه )

های دوران به ماتریا Vو  Uهای متعامد ت دیل ماتریا .2

 .(38با استفاده از رابطه ) +1با دترمینان برابر با 
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 با استفاده از روابط 𝑅2و   𝑅1های دوران محاس ه ماتریا .3

 (13)( و 50)

,𝑆1های محاس ه ماتریا .4 𝑆2  و𝑆2 = −𝑆1 :از روابط زیر 

(51) 𝑆1 = 𝑈+ΣW𝑇𝑈+
𝑇     ,      𝑆2 = 𝑈+ΣW𝑈+

𝑇 

 های چهارگانه ممکنتعیین جواب درست از بین جواب .5

  𝑬 مراحل روش جدید در تجزیه ماتریس اساسی -2-2-3

به مقادیر و بردارهای  E ماتریا اساسی SVDتج یه  .1

 (10با استفاده از رابطه ) منفرد

𝑆تعیین ماتریا  .2 = [𝒖3]×  که𝒖3  بردار ستونی سوم از

 باشد.می +𝑈ماتریا 

های دوران به ماتریا Vو  Uهای متعامد ت دیل ماتریا .3

 .(38با استفاده از رابطه ) +1با دترمینان برابر با 

 به مقادیر و بردارهای منفرد 𝑆ماتریا  SVDتج یه  .4

(52) 𝑆 = 𝑈′Σ′𝑉′𝑇 

های دوران با به ماتریا ′𝑉و  ′𝑈های متعامد ت دیل ماتریا .5

 +.1دترمینان برابر با 

(53) 
𝑉+

′ = 𝑉′𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1 det (𝑉′)]) 

𝑈+
′ = 𝑈′ 𝑑𝑖𝑎𝑔([1 1 det(𝑈′ )]) 

 Bو  A یهاایماتر محاس ه .6

(54) 𝐴 = 𝑈+
𝑇𝑈+

′       ,     𝐵 = 𝑈+
𝑇𝑉+

′ 

 𝑆1و ماتریا پادمتقارن  𝑅1محاس ه ماتریا دوران  .7

(55) 𝑅1 = 𝑈+𝐵𝐴𝑇𝑉+
𝑇       ,        𝑆1 = 𝑈+Σ𝐴𝐵𝑇𝑈+

𝑇 

𝑆در ازاء ماتریا  7تا  4تکرار مراحل  .8 = [−𝒖3]×  برای

 𝑅2و  𝑆2های تعیین ماتریا

 های چهارگانه ممکنتعیین جواب درست از بین جواب .9

  𝑬ارزیابی روش اول و دوم در تجزیه ماتریس اساسی  -4

تج یه ماتریا در این  سمت عملکرد روش موجود و روش جدید در 

گیرد. برای این منظور دو تست با مورد ارزیابی  رار می E اساسی

، بر اساس Eاستفاده از روش موجود در تج یه ماتریا اساسی 

و  (47)، و روش جدید ارائه شده بر اساس معادلات (12)معادلات 

انجام خواهد شد. تست اول بر روی ماتریا اساسی بدست  (48)

آمده از ش یه سازی عددی خواهد بود و تست دوم بر روی ماتریا 

های نقاط عکسی متناظر در دو اساسی بدست آمده از مختصات

تصویر هوایی اخذ شده توسط پهپاد انجام خواهد شد. در تست اول، 

از ضرب یا ماتریا  ( یا ماتریا اساسی2با توجه به معادله )

ایجاد و سپا با هر دو روش  Rبا یا ماتریا دوران  Sپادمتقارن 

های موجود و روش جدید، مجدد تج یه و نتایج آن را با ماتریا

دوران و پادمتقارن اولیه مقایسه خواهد شد. در تست دوم، ماتریا 

های عکسی نقاط متناظر در دو بدست آمده از مختصات Eاساسی 

ایی، با استفاده از هر دو روش موجود تج یه شده و تصویر هو

پارامترهای توجیه نس ی بین این دو تصویر شامل زوایای دوران و 

با  Eبردار جابجایی نس ی بدست آمده از تج یه ماتریا اساسی 

پارامترهای توجیه نس ی بدست آمده از روش کمترین مربعات مورد 

 مقایسه  رار خواهد گرفت.

 سازی شدهشبیه 𝑬یه ماتریس اساسی تست اول، تجز -1-4

( و روش جدید (12)در این  سمت عملکرد روش موجود )معادلات 

( در تج یه یا ماتریا اساسی ش یه سازی (48)و  (47))معادلات 

شده را مورد بررسی  رار دهیم. همانطور که گفته شد هر ماتریا 

منفرد سوم که دو مقدار منفرد اول آن با هم برابر و مقدار  3مرت ه 

شود. با توجه به معادله آن صفر باشد ماتریا اساسی محسوب می

برابر با  Rبا یا دوران  S(، نتیجه ضرب یا ماتریا پادمتقارن 2)

سازی و تولید باشد. در اینجا برای ش یهمی E ماتریا اساسی

 ، برابر با ماتریا دورانR، ماتریا دوران E ماتریا اساسی

𝑅(𝜔 = 20°, 𝜑 = 15° , 𝜅 = ، متناظر با بردار Sو ماتریا  (50°

𝒕جابجایی = [1 0.2 −0.3]𝑇  .در نظر گرفته شد 

𝑅 = [
0.6209 0.7767 0.1057

−0.7399 0.5362 0.4062
0.2588 −0.3304 0.9077

] 

𝑆 = [𝒕]× = [
0 0.3 0.2

−0.3 0 −1
−0.2 1 0

] 

⇒ 𝐸 = 𝑆𝑅 = [
−0.1702 0.0948 0.3034
−0.4451 0.0973 −0.9394
−0.8641 0.3809 0.3850

] 

 به صورت زیر خواهد بود: E ماتریا اساسی SVDتج یه 

𝑈 = [
0.2920 −0.1725 −0.9407

−0.8724 −0.4510 −0.1881
0.3918 −0.8757 0.2822

] 

 Σ = [
1.063 0 0

0 1.063 0
0 0 0

] 

 𝑉 = [
0 0.9283 −0.3718

0.0865 −0.3704 −0.9248
0.9962 0.0322 0.0803

]   
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 شود دو مقدار منفرد اول ماتریا اساسیهمانطور که ملاحظه می
E م برابر و مساوی با نرم بردار با ه𝒕  و مقدار منفرد سوم آن صفر

 است:
𝜎1 = 𝜎2 = ‖ 𝒕 ‖ = 1.063     ,     𝜎3 = 0 

همان بردار یکه در جهت  Uهمچنین بردار ستونی سوم از ماتریا 

 باشد:می -𝒕بردار 

𝒖𝟑 = −𝒕 = −
𝒕

‖ 𝒕 ‖
= [−0.9407 −0.1881 0.2822]𝑇 

به  (12)با استفاده معادلات  Eنتیجه تج یه ماتریا اساسی 

,𝑅1های دوران ماتریا 𝑅2 های پادمتقارن و ماتریا𝑆1, 𝑆2  به

 باشد:صورت زیر می

𝑅1 = [
0.0787 0.9633 −0.2568
0.8799 −0.1882 −0.4364

−0.4687 −0.1916 −0.8623
] 

= 𝑅1(𝜔 = 167.47°, 𝜑 = −27.95° , 𝜅 = −84.889° 

𝑅2 = [
0.6209 0.7767 0.1057

−0.7399 0.5362 0.4062
0.2588 −0.3304 0.9077

] 

= 𝑅2(𝜔 = 20.001°, 𝜑 = 14.999° , 𝜅 = 49.998° 

 𝑆1 = [
0.0000 −0.3000 −0.2000
0.3000 −0.0000 1.0000
0.2000 −1.0000 0.0000

] 

𝑆2 = [
0.0000 0.3000 0.2000

−0.3000 0.0000 −1.0000
−0.2000 1.0000 0.0000

] 

,𝑅2)شود زوج همانطور که دیده می 𝑆2)  ،با تفاوت از این نتایج

 هایماتریا ،هماندوران  یایزوا ریمقاد در °0.001ن دیا به 

(R, S) باشند که ماتریا اساسی اولیه میE  از آنها تولید شده است

 باشد.می  E و جواب مورد نظر از تج یه ماتریا اساسی

همچنین با استفاده از روش جدید ارائه شده در اینجا و معادلات 

که همان  E ماتریا اساسی SVDنی  پا از تج یه  (48)و  (47)

، 𝑆1ابتدا ماتریا پادمتقارن  ،باشنددر بالا می Σو  U ،Vهای ماتریا

تشکیل شد که نتایج  Uاز ماتریا  𝒖3متناظر با بردار ستونی سوم 

 باشد:به صورت زیر می ′Σو  ′𝑈′، 𝑉های آن به ماتریا SVDتج یه 

𝑆1 = [𝒖3]× = [
0 −0.2822 −0.1881

0.2822 0 0.9407
0.1881 −0.9407 0

] 

𝑈′ = [
0.3392 −0.000 −0.9407

−0.5218 0.8321 −0.1881
0.7827 0.5547 0.2822

] 

Σ′ = [
1.000 0 0

0 1.000 0
0 0 0.000

] 

𝑉′ = [
0 0.3392 −0.9407

−0.8321 −0.5218 −0.1881
−0.5547 0.7827 0.2822

]   

به  ′Σو ماتریا  Σشود رابطه بین ماتریا همانطور که ملاحظه می

Σصورت  = ‖ 𝒕 ‖Σ′   .بر رار است 

به صورت زیر  (45)مطابق با معادلات  Bو  Aهای در اینجا ماتریا

 باشند:می

𝐴 = [
0.8610 −0.5086 −0.0000

−0.5086 −0.8610 −0.0000
−0.0000 −0.0000 −1.0000

] 

𝐵 = [
0.5086 0.8610 0.0000
0.8610 −0.5086 −0.0000
0.0000 0.0000 −1.0000

] 

 Zماتریا دوران حول محور  Aشود ماتریا همانطور که دیده می

βبه اندازه زاویه  = ماتریا دوران حول  Bو ماتریا  30.5682°

θبه اندازه زاویه  Zمحور  = باشند که در ماتریا می 59.4318°

𝑃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔([1 −1  اند. ضرب شده ([1−

نی  به صورت زیر است که ماتریا   𝐴𝐵𝑇نتیجه ضرب ماتریسی 

αبه اندازه زاویه  Wدوران حول محور  = 𝜋 2⁄ =  باشد:می 90°

𝐴𝐵𝑇 = [
−0.0000 1.0000 0.0000
−1.0000 −0.0000 0.0000
−0.0000 0.0000 1.0000

]     

,𝑅1های دوران به ماتریا Eنتایج تج یه ماتریا اساسی  𝑅2  و

,𝑆1های پادمتقارن ماتریا 𝑆2  به  (48)و  (47)با استفاده معادلات

 باشد:صورت زیر می

𝑅1 = [
0.0787 0.9633 −0.2568
0.8799 −0.1882 −0.4364

−0.4687 −0.1916 −0.8623
] 

= 𝑅1(𝜔 = 167.47°, 𝜑 = −27.95° , 𝜅 = −84.889° 

𝑅2 = [
0.6209 0.7767 0.1057

−0.7399 0.5362 0.4062
0.2588 −0.3304 0.9077

] 

= 𝑅2(𝜔 = 20.001°, 𝜑 = 14.999° , 𝜅 = 49.998° 

 𝑆1 = [
−0.0000 −0.3000 −0.2000
0.3000 0.0000 1.0000
0.2000 −1.0000 −0.0000

] 

𝑆2 = [
0.0000 −0.3000 −0.2000
0.3000 −0.0000 1.0000
0.2000 −1.0000 0.0000

] 

.𝑅1های دوران شود ماتریاهمانطور که ملاحظه می 𝑅2  و

.𝑆1های پادمتقارن ماتریا 𝑆2  بدست آمده از تج یه ماتریا اساسی

E  و  (47)و نی  با استفاده از معادلات  (12)با استفاده از معادلات

.𝑅2)روش جدید با هم یکسان بوده و در اینجا نی  زوج در  (48) 𝑆2) 
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جواب درستی  زوایای دوران،در مقادیر  °0.001با تفاوت ن دیا به 

 از آنها ایجاد شده است. E است که ماتریا اساسی

بدست آمده از  𝑬تست دوم، تجزیه ماتریس اساسی  -2-4

 مختصات نقاط متناظر 

، (48)و  (47)و معادلات  (12)در این  سمت برای ارزیابی معادلات 

پارامترهای توجیه نس ی بین دو تصویر وا عی که توسط پهپاد اخذ 

اند و دوران  ابل توجهی نس ت به هم دارند با استفاده از تج یه شده

محاس ه شده و پارامترهای توجیه نس ی بدست  Eماتریا اساسی 

آمده با نتایج بدست آمده از روش محاس ات توجیه نس ی 

مترین مربعات مورد مقایسه  رار فتوگرامتری به روش سرشکنی ک

خواهد گرفت. تصاویر مورد استفاده در این بررسی، دو تصویر از 

پرو  4محدوده دانشگاه صنعتی بابل اخذ شده توسط پهپاد فانتوم 

اخذ  m205و  m233(. این دو تصویر از ارتفاع 3باشد )شکل می

انونی پیکسل و فاصله ک 3078در  5472اند. ابعاد هر دو تصور شده

باشد. پارامترهای کالی راسیون دوربین در این می mm9دوربین نی  

 ( آورده شده است.1در جدول ) Brown [16]تست بر حسب مدل 

امتری با استفاده از فتوگر به منظور انجام محاس ات توجیه نس ی

نقطه  1558تعداد ای و روش کمترین مربعات، شرط هم صفحه

، Australis 8.2عکسی متناظر در دو تصویر با استفاده از نرم اف ار 

شناسایی و با انجام محاس ات توجیه نس ی به روش سرشکنی 

زوایای دوران به همراه  Rکمترین مربعات، ماتریا دوران نس ی 

بردار جابجایی نس ی بین ، متناظر با Sمعادل و ماتریا پادمتقارن 

 تعیین گردید: Australis اف ارتوسط نرماین دو تصویر به صورت زیر 

𝑅 = [
−0.7791 −0.5638 0.2740
0.6266 −0.7140 0.3123
0.0196 0.4150 0.9096

] 

= 𝑅(𝜔 = −24.5252°, 𝜑 = 1.1234°, 𝜅 = −141.1914°) 

𝑆 = [
0 0.6458 0.7575

−0.6458 0 −0.0956
−0.7575 0.0956 0

] 

های نقاط عکسی در سیستم مختصاتدر ادامه با استفاده از 

مختصات سه بعدی دوربین برای نقاط عکسی متناظر در دو تصویر، 

 :[6]ت زیر محاس ه شد به صور Eماتریا اساسی 

𝐸 = [
0.2898 −0.0736 0.6416
0.3441 0.2181 −0.1878
0.4596 0.2590 −0.1391

] 

.𝑅1های دوران ماتریاتج یه این ماتریا اساسی به  𝑅2  و

.𝑆1های پادمتقارن ماتریا 𝑆2 ، و نی   (12)با استفاده از معادلات

 باشد:با هم برابر و به صورت زیر می (48)و  (47)معادلات 

𝑅1 = [
0.8493 0.4023 −0.3418

−0.0064 −0.6396 −0.7687
−0.5279 0.6550 −0.5406

] 

= 𝑅1(𝜔 = −129.5338°, 𝜑 = −31.8641°, 𝜅 = 0.4321°) 

𝑅2 = [
−0.7784 −0.5555 0.2923
0.6274 −0.7031 0.3346
0.0197 0.4438 0.8959

] 

= 𝑅2(𝜔 = −26.3537°, 𝜑 = 1.1270°, 𝜅 = −141.1298°) 

𝑆1 = [
−0.0000 −0.6309 −0.7709
0.6309 −0.0000 0.0880
0.7709 −0.0880 −0.0000

] 

𝑆2 = [
−0.0000 0.6309 0.7709
−0.6309 −0.0000 −0.0880
−0.7709 0.0880 −0.0000

] 

.𝑅2)شود در این بررسی نی  زوج همان طور که ملاحظه می 𝑆2)  با

ن دیکترین  زوایای دوران،در مقادیر  °2حدود در بیشترین خطای 

بین دو محاس ات توجیه نس ی از  (R, S)های جواب به ماتریا

ای به روش سرشکنی صفحهبا استفاده از شرط هم ( 3تصویر شکل )

 باشند. می کمترین مربعات

 نتیجه گیری -5

به  E های موجود برای تج یه ماتریا اساسیدر این مقاله فرمول

اث ات  SVDهای روش تج یه با توجه به ویژگی SVDروش تج یه 

و ت یین گردید. همچنین یا روش جدید برای تج یه ماتریا 

و  E پوچ چپ ماتریا اساسیم تنی بر بردار پایه فضای  E اساسی

متناظر با  S و ماتریا پادمتقارن Eماتریا اساسی  SVDتج یه 

ارائه شد. در روش  Eبردار پایه فضای پوچ چپ ماتریا اساسی 

در معادلات تج یه  Wجدید ارائه شده نیازی به وارد نمودن ماتریا 

از خارج از مسأله ن وده و معادل این ماتریا،  ،Eماتریا اساسی 

گردد. از پارامترهای داخلی مسأله تعیین می Bو  Aماتریا های 

 E همچنین در این روش نیازی نیست که در ابتدا ماتریا اساسی
های عکسی خطادار ابتدا به فضای محاس ه شده از مختصات

حاس ات های اساسی نگاشت شود. بلکه این نگاشت در مماتریا

دهد که گردد. نتایج عددی نشان میاعمال می Sماتریا پادمتقارن 

توانند هر دو روش موجود و روش جدید ارائه شده در این مقاله می

ها در تصاویر استریو را به طور کامل مو عیت و وضعیت نس ی دوربین

و ماتریا پادمتقارن  Rبه ماتریا دوران  Eاز تج یه ماتریا اساسی 

S ظر با بردار جابجایی نس ی بین دو تصویر بازیابی کنند.متنا 
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تصاویر اخذ شده توسط پهپاد. تصویر )الف(: اخذ شده از  :3شکل 

 m205.  تصویر )ب(: اخذ شده از ارتفاع m233ارتفاع 

 پارامترهای کالیبراسیون دوربین :1جدول 

 Pixel_dim = 0.00252687 (mm)در جهت افقی و عمودی  یابعاد پیکسل

 C = 9.1803 (mm)فاصله کانونی 

 XP =  -0.0695 (mm)  مختصات نقطه اصلی

YP = -0.1560 

 ضرایب اعوجاج شعاعی
K1 =  9.63173e-005 

K2 = -3.56513e-007 

K3 = -3.17325e-009 

 P1 = 2.25129e-004 مماسی  ضرایب اعوجاج

P2 = 6.89181e-004 

 B1 =  -5.80377e-004 ضرایب افینیتی

B2 = -2.21701e-004 

1 Model Coordinate System 
2 Gimbal 
3 Essential Matrix 
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