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Abstract- This research shows how we can find Balanced Spanning Trees, without the need to determine the 

relevant parameters, by using an evolutionary multi-objective algorithm. This problem belongs to the complexity 

class NP-complete; therefore, for big graphs, we cannot use exact algorithms, which often rely on exhaustive 

search. The existing approximate algorithms are all limited to obtaining the related parameter(s) and considering 

them separately during their computations; this usually leads to finding a solution with lower quality than desired. 

On the other hand, the existing methods solve the problem of the balanced spanning tree as a single objective; 

which loss search space information and finding only one solution, while in real-world problems, decision-makers 

often need several solutions to make a better decision. Overcoming the above-mentioned shortcomings leads to 

finding a balanced spanning tree with better characteristics; which in turn, yields more benefits in relevant 

applications, such as communication networks and high-performance computing projects. In this research, in 

order to overcome the above challenge, the use of evolutionary multi-objective optimization via Non-dominated 

Sorting Genetic Algorithm - NSGA is recommended. The proposed solution uses two objective functions to 

simultaneously optimize the weight of the spanning tree and the shortest path. The first objective function 

attempts to minimize the distance between each vertex and the root of the tree. The second objective function is 

selected to minimize the weight of the obtained spanning tree. The proposed method was implemented and run 

in a Python environment by specialized functions, on a seven-core microcomputer. In order to evaluate the 

performance of the proposed algorithm, a set of random graphs by Erdos and Renyi approaches were used. The 

proposed algorithm was compared with the state of the art methods in the problem of finding the balanced 

spanning tree. Experimental results show that the proposed algorithm is often able to find better responses than 

the other algorithms compared. The experimental results show that the proposed algorithm was always able to 

find highly ranked Balanced Spanning Trees. Meanwhile, often the optimal solutions, which can only be obtained 

through exact and very costly algorithms, were found, with teeny computations. 
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 یچند هدفه تکامل تمیاز الگور یریگبا بهره توانیمتوازن، چگونه م یدرخت پوشا افتنیکه در رابطه با  دهدیپژوهش نشان م نیا -چکیده

کامل -یپ-اِن یدگیچیمسئله متعلق به کلاس پ نی. اافتیمطلوب دست  طیبا شرا یهامربوطه به نمونه یپارامترها نییبه تع ازیبدون ن

 یاهتمیجانبه است، بهره برد. الگورهمه یبر جستجو یکه غالباً متک قیدق تمیالگور کیاز  توانیبزرگ نم یقدر یهایورود یاست، لذا برا

که  شودیامر موجب م نیا باشند؛یطور مجزا مبه هاآنپارامتر مرتبط و لحاظ نمودن  افتیمحدود به در یهمگ از یک سوموجود  یبیتقر

متوازن را به صورت  یمسئله درخت پوشا موجود، هایروشاز سویی دیگر  .ابندیاز مطلوب را ب ترنییپا تیفیباک ییهاطورمعمول پاسخبه

 کهیدرحال ،گرددمی حلراهاز دست رفتن اطلاعات فضای جستجوی مسئله و یافتن تنها یک  به امر منجر نیکه ا کند؛یحل متک هدفه 

منجر  تواندیفوق م هایکاستیرفع  .دارند ازیحل نراه ینمونه نیبه چند ر، بهت یریگمیتصم یبرا رندگانیگمیغالباً تصم ،یدر مسائل واقع

و  یارتباط یهامربوطه مانند شبکه یدر کاربردها یشتریتبع آن منافع بگردد، که به یبرتر یهایژگیمتوازن با و یادرخت پوش افتنیبه 

 قیاز طر یچندهدفه تکامل یسازنهیبه یریکارگفوق، به هایچالشغلبه بر  یپژوهش، برا نی. در ادیبالا، حاصل آ ییمحاسبات با کارا

زمان وزن درخت پوشا و هم یسازنهیبه یاز دو تابع هدف برا یشنهادیحل پ. راهگرددیم هیوب توصمغلنا یسازبا مرتب کیژنت تمیالگور

انتخاب  یاگونهدوم به دفتابع ه ،درخت دارد شهیفاصله هر رأس تا ر یسازدر حداقل ی. تابع هدف اول، سعبردیبهره م ریمس ترینکوتاه

 وتریکروکامپیم کی یبر رو تون،یپا طیو در مح یتوسط توابع تخصص یشنهادیباشد. روش پ نهیکم آمدهدستبه یشده تا وزن درخت پوشا

اردوس  کردیوبا ر یتصادف یهااز گراف یامجموعه ،یپیشنهاد تمیعملکرد الگور یابیمنظور ارز. بهدیو اجرا گرد یسازادهیپ یاهفت هسته

 جینتامورد مقایسه قرار گرفت. متوازن  یدرخت پوشا افتنی حوزه ردمطرح  هایروشالگوریتم پیشنهادی با بکار گرفته شدند.  یو رن

 مورد مقایسه هایالگوریتمنسبت به سایر  یبهتر یهاپاسخ افتنیقادر به  غالب موارددر  ،یشنهادیپ تمیکه الگور دهندینشان م یشیآزما

اند، را با صرف توان قابل حصول نهیپرهز اریو بس قیدق یهاتمیورلگا قیطورمعمول تنها از طرکه به نهیبه یها. ضمناً غالباً پاسخباشدیم

  .ابدییم یزیناچ یمحاسبات

 یمسائل چندهدفه تکامل نه،یکم یدرخت پوشا ر،یمس ترینکوتاهمتوازن، درخت  یدرخت پوشا ی کلیدی:هاواژه
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 مقدمه -1

پاسخ  عیسر افتنیدر  یزیآمتیطور موفقبه یتکامل یهاتمیالگور

در . [1] انداز مسائل بکار گرفته شده یاریبس نهیبهشبه ایو  نهیبه

از  ی، در علوم و مهندس1متوازن یدرخت پوشا افتناین راستا، ی

سرعت  شیآن افزا یاز کاربردها یکیبرخوردار است.  یاژهیو تیاهم

 یهاانتقال اطلاعات مانند شبکه یهاستمیدر س هانهیو کاهش هز

 کیمثال در عنوان. بهباشدیم یاجتماع یهاشبکه زیو ن یوتریکامپ

منظور کاهش زمان  مناسب به ریمس افتنیمسئله » ،یارتباط شبکه

 یدرخت پوشا افتنیبه مسئله » توانیارسال اطلاعات« را م نهیو هز

 . [5-2] داد تیمتوازن« سرا

است که از  یدارشهیر یواقع درخت پوشا متوازن در یپوشا درخت

باشد و  کینزد نهیکم یرخت به وزن درخت پوشاطرف وزن د کی

درخت تا حد ممکن حداقل باشد.  شهیفاصله رئوس تا ر گریاز طرف د

درخت  افتنی نیب یامتوازن، محصولِ مصالحه یدرواقع درخت پوشا

 . باشدیم ریمس ترینکوتاهو درخت  نهیکم یپوشا

 یمسئله کی نهیمتوازنِ به یدرخت پوشا افتنی یمسئله اساساً

آن ارائه  یکه برا یقیدق تمیهر الگور . لذا[5]ت کامل اس-پی ان

 یهاگراف یتبع آن، براخواهد بود و به یینما ،یشود، در حالت کل

 نکهیا یبرا نید. بنابرابزرگ ناکارآمد خواهد بو یقدر یبزرگ و حت

از  افت،یدست  یخوب یهابه پاسخ یقبول لقاب نهیبتوان با هز

 نهیغالباً پاسخ به هاتمیالگور نی. امیبریبهره م یبیتقر یهاتمیالگور

 . ابندییم یزیناچ نهیرا با صرف هز نهیبه به کینزد ایو 

مسئله،  نیحل ا یبرا شدهارائه هایروش نیو بهتر نیدتریاز جد یکی

 افتیروش ضمن در نیا .[5]است  یتکامل یهاتمیبر الگور یمبتن

 تی. درواقع، محدودابدیینمونه مناسب را م کیمرتبط،  یپارامترها

طرف متوجه آن است که مسئله درخت  کیروش از  نیا یو کاست

امر منجر  نیکه ا کند؛یصورت تک هدفه حل م متوازن را به یپوشا

اً غالب ،یدر مسائل واقع کهیدرحال گردد،یحل مراه کیتنها  افتنیبه 

حل راه ینمونه نیبهتر، به چند یریگمیتصم یبرا رندگانیگمیمتص

 داردیپارامترها، ملزم م نییبه تع ازین گر،یطرف د. از [6] دارند ازین

هر کدام  ینسب تیو اهم تیفیدر مورد ک یدانش قبل یکه کاربر دارا

در این خصوص باید بیان  .[7]اهداف مربوطه باشد  زیو ن هاآناز 

 ترآساندر ابتدای کار حل مسئله را  هانمود که اگرچه تعیین پارامتر

اما نماینده خوبی برای مسائل واقعی نیستند. بسیاری از  کندمی

پارامترها در مسائل واقعی ماهیت غیرقطعی و تصادفی دارند و با 

 مسئله ممکن است جواب بهینه هایدادهقطعی در نظر گرفتن 

 نباشد. مسئله در شرایط واقعی موجه

 هچند هدف سازیبهینه مسائل، یواقع یایدن مسائلاز  یاریبس

 کاملاً موفق هستند. مسائلی نیدر چن یتکامل هایالگوریتمند و هست

است  یشتریاطلاعات ب یهدف، حاو کیاز  شیبا ب برازندگی تابع

کند.  تیهدارا  یتکامل هایالگوریتم یجستجو تواندمیکه در اصل 

 سازیبهینهجزء مسائل  متوازن، یدرخت پوشا افتنیمسئله 

تبدیل این مسئله به یک مسئله تک  .شودمیچندهدفه محسوب 

منجر به از  ،مقادیر اهداف داروزنهدفه برای مثال از طریق مجموع 

مربوطه  یاطلاعات موجود در جبهه پارتو و نقاط جستجو دست دادن

الگوریتم  ،ابتکاری چندهدفه هایالگوریتمبا بررسی  .[8] شودمی

برای این مسئله ( II-NSGA) 2دونامغلوب  سازیمرتبژنتیک با 

های روشنسبت به سایر  NSGA-IIمزیت روش  .گرددمی توصیه

است. از طرفی  تکاملی چندهدفه، عدم نیاز به تعیین وزن اهداف

NSGA-II  .یژگیو نیترابجذیک الگوریتم مبتنی بر ژنتیک است 

در انجام انواع  ها آن یریپذانعطاف الگوریتم های مبتنی بر ژنتیک

به شرح  تیموفق نیا یاصل لیهدف است. دلا یاز عملکردها یمختلف

 نانیسرعت و اطممسائل دشوار را بهند قادر الگوریتم هااین است.  ریز

ن آسا اریموجود بس یهایسازهیها و شببا مدل نید. همچننحل کن

قابل توسعه و قابل  یراحت به ن،ی. علاوه بر اندنکیتباط برقرار مار

از سه اصل شامل  NSGA-IIبه طور کلی  .[9] هستند بیترک

موجب که  کندمیپیروی  گرایینخبهمفهوم غلبه، حفظ تنوع و 

برای حل  3منعطف و قوی ملیرویه چندهدفه تکایک که  گرددمی

 .[10] چندهدفه باشد سازیبهینهمسائل 

بر اساس الگوریتم  و سریع در این پژوهش یک الگوریتم  تقریبی

از  یشنهادیحل پراه است. شدهارائه NSGA-IIکاملی چندهدفه ت

زمان وزن درخت پوشا و هم یسازنهیبه یدو تابع هدف برا

 یسازدر حداقل ی. تابع هدفِ اول، سعبردیبهره م ریمس ترینکوتاه

 یاگونهدارد و تابع هدفِ دوم بهخت در شهیفاصله هر رأس تا ر

 .باشد نهیکم آمدهدستبه یانتخاب شده است که وزن درخت پوشا

خت پوشای همزمان این دو هدف منجر به یافتن در سازیکمینه

 .گرددمیمتوازن با کیفیت بالاتری 

 یتصادف یاضافه بر مقدارده ه،یاول تیجمع ،یشنهادیپ تمیالگور در

 یاکتشاف قیموجود(، از طر یقبل یهاتمیالگور )روش بکار رفته در

 ندیکه فرآ شودیموجب م یمقدارده نوع از نیا .رندیگیمقدار م زین

روش پیشنهادی بدون نیاز به گردد.  عیکشف پاسخ مسئله تسر

نماید که ارائه می حل، چندین نمونه راهاولیه تعیین پارامتر

حل مناسب را به همراه گیری و انتخاب راهپذیری در تصمیمانعطاف

 توابع یریکارگضمن به یشنهادیروش پ یسازادهیپبرای دارد. 
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و  یطراح تونیپا طیدر مح ازیمورد ن یهاهیمرتبط، رو یاکتابخانه

 یهااز گراف یامجموعه ی. در ادامه، عملکرد آن بر رودندیاجرا گرد

 قرار گرفت. یابیمورد ارز [11] یاردوس و رن کردیبا رو یتصادف

شامل روش  در این حوزهمطرح  هایروشبا  یهادشنیپ تمیالگور

 [12]و روش خولر و همکاران  [5]توسط محرم و مرسی  شدهارائه

 تمیکه الگور دهندینشان م یشیآزما جیقرار گرفت. نتا سهیمورد مقا

قادر به زمان طور همبا در نظر گرفتن اهداف مسئله به یشنهادیپ

مورد  هایالگوریتم رینسبت به سا با کیفیت بالاتر ییهاپاسخ افتنی

 نهیبه یهاقادر است در غالب موارد پاسخ نیهمچن .باشدمی سهیمقا

 یابیدست لجانبه قابهمه یجستجو قیطورمعمول از طرکه به ابدیرا ب

 است.

مربوطه  هیپا میاست: در بخش دوم مفاه ریمقاله به شرح ز ساختار

. پردازدیم قیو سابقه تحق اتیادب انی. بخش سوم به بگرددیم انیب

 جی. نتاشودیشرح داده م یشنهادیپ تمیدر بخش چهارم الگور

 تیاست و درنها شدهارائهدر بخش پنجم  هاآن یابیو ارز هاشیآزما

 انجام شده است. یریگجهیدر بخش آخر نت

 نهیزمدانش پس -1

 نیا یمرتبط با مبحث پژوهش یاهیپا میمفاه حیبخش به تشر نیدر ا

و درخت  نهیکم یرابطه، ابتدا درخت پوشا نی. در امیپردازیمقاله م

متوازن  یخت پوشا. در ادامه، درشوندیم یمعرف ر،یمس ترینکوتاه

با  کیژنت تمی. در دنباله آن، الگورگرددیم حیطور مبسوط تشربه

دارد  یشنهادیپ تمیالگور در یکه نقش محور لوبنامغ یسازمرتب

 .گیردمیو مورد بحث قرار  یمعرف

 نهیکم یپوشارخت د -2-1

𝐺دار وزن گرافرابطه با ر د = (𝑉, 𝐸) ،ای درخت پوشا زیرمجموعه

های ممکن رئوس آن با کمترین مقدار یال تمامیاست که  𝐺 از گراف

درخت پوشا دور ندارد و هیچ رأس بنابراین یک پوشش یافته است. 

درخت پوشای کمینه،   𝐺در گراف  .شودناهمبندی در آن دیده نمی

های درخت پوشایی است که کمترین وزن را نسبت به دیگر درخت

 دو الگوریتم کارآمد پرایم،و  کروسکال. پوشای گراف داشته باشد

دار کمینه یک گراف وزن یدرخت پوشا هستند که ایشدهشناخته

 .[12, 5]کنند را در زمان کثیرالجمله محاسبه می

 ریمس ترینکوتاهدرخت  -2-2

𝐺دار وزن گرافر د = (𝑉, 𝐸)  ، یشه ربا  یرمس ترینکوتاهدرخت𝑟، 

و  𝑟 ینفاصله ب 𝑣هر رأس  یکه برا یست به طورا درخت پوشا یک

𝑣  اشد. الگوریتم ف بگرا فاصله بین دو رأس در ترینکوتاهبرابر

شده برای محاسبه های شناختهیجکسترا و بلمن فورد از الگوریتماد

 .[12, 5]باشند دار میمسیر در گراف وزن ترینکوتاهدرخت 

 پوشای متوازندرخت  -2-3

𝐺دار وزن گرافر د = (𝑉, 𝐸)  با مجموعه رأس𝑉 یال  هو مجموع

𝐸 شده است. به ازای هر مقدار  داده𝛼, 𝛽 ≥ یک درخت پوشای  1

,𝛼)وجود دارد که  𝐺در  𝑇دار ریشه 𝛽)- نامیده  شا متوازندرخت پو

و ریشه در درخت  𝑣 فاصله بین رأس 𝑣( برای هر رأس 1شود اگر می

𝑇  حداکثر𝛼  فاصله بین دو رأس در  ترینکوتاهبرابر𝐺  .2باشد )

در باشد.  𝐺برابر حداقل وزن درخت در   𝛽حداکثر   𝑇مجموع وزن 

 ممکن یرمس ترینکوتاهدرخت  یوزن کل ،داروزن یهاگرافبرخی از 

. این در حالتی باشد کمینه یدرخت پوشاوزن از  تریشب یاربس است

در درخت ، شده یینتع یشهبه ر یکنزد هایدهد که رأسرخ می

دهد که ( نشان می1)شکل  .[5] دور باشند یشهاز ر کمینه یپوشا

ی مسیر بسیار بیشتر از وزن درخت پوشا ترینکوتاهوزن درخت 

کمینه است. فاصله رئوس تا ریشه در درخت پوشای کمینه بسیار 

مسیر است.  ترینکوتاهبیشتر از فاصله رئوس تا ریشه در درخت 

هدف از مسئله درخت پوشای متوازن به دست آوردن درختی شبیه 

( است که بین این دو درخت د-1در شکل ) شدهان دادهبه درخت نش

 توازن برقرار کند. 

 

 

 دونامغلوب  یسازبا مرتب کیژنت تمیالگور -2-4

و  ترینمهمیکی از  ،نامغلوب دو سازیمرتبلگوریتم ژنتیک با ا

چندهدفه برای حل مسائل  سازیبهینه هایالگوریتمپرکاربردترین 

 سازیمرتبکردن دو عملگر ریتم با اضافه است. این الگو سازیبهینه

ت آمده نامغلوب و فاصله ازدحام به الگوریتم ژنتیک تک هدفه بدس

نسبت به الگوریتم ژنتیک و سایر  NSGA-II تیمز ترینمهماست. 

روش  کیبر  یپارتو مبتن جبهه کی جادیاچندهدفه،  هایالگوریتم

 )د( )ج( )ب( )الف(

r r r r 

 )ب(. 𝐺 گراف )الف(. متوازن یپوشا درخت یبرا مثالیک : 1 کلش

 نهیکم یپوشا درخت )ج( .𝐺 گراف به مربوط ریمس نیترکوتاه درخت

 . 𝐺 گراف به مربوط متوازن یپوشا درخت)د( . 𝐺 گراف به مربوط
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روش اختصاص  کیاستفاده از  وهر فرد  یبرا نامغلوب سازیمرتب

در  چنینهمی است. چگال نیتخم سازیپیاده یبرا ازدحامفاصله 

 .[13]نیاز به تعیین وزن برای اهداف مسئله وجود ندارد این الگوریتم

حل برای  یک الگوریتم منعطف و قوی هک گرددمیموجب  این

 .[10]باشد چندهدفه  سازیبهینهمسائل 

بر اساس مفهوم غلبه  NSGA-IIها در الگوریتم حلسازی راهمرتب

ها دو به دو با یکدیگر حلراه. به این صورت که گیردمیصورت 

حل حلی که بر دیگری غلبه کند به عنوان راهشوند و راهمقایسه می

بر اساس  سازی نامغلوبشود. مرتبنامغلوب در نظر گرفته می

 یهارتبهابتدا  .گیردمیام صورت ازدح یارپارتو و مع یبندرتبه

صاص داده ها اختحلاز راه یکبه هر بر اساس مفهوم غلبه مختلف 

هستند که  ییهاحلتر بهتر از راهبا رتبه کوچک یهاحل. راهشودیم

 رایمع یکمشابه،  یهابا رتبه یهاحلراه یاندارند. در م تربزرگرتبه 

 یازدحام برا یار. معشودیازدحام در نظر گرفته م یاربه نام مع یاضاف

مشابه  یمجاور آن با رتبه یهاحلراه ینحل، محاسبه فاصله براه یک

با  ییهاحلبهتر از راه ها با ازدحام کمترحلهدف است. راه یدر فضا

 . ندهستبیشتر ازدحام 

؛ است گرایینخبه NSGA-IIاصلی در الگوریتم  هایویژگییکی از 

ید با استفاده از ترکیب و جد یتجمع کههنگامیکه به این صورت 

 یتجمع یکو فرزندان به  یفعل یتجمع شود،یم یجادا جهش

شماره  یکبا انتخاب  یبعد یتجمع .شوندیم یبترک شدهادغام

 یهاحلراه ین( از بهتریتعنوان مثال، اندازه جمع همشخص )ب

 . [14] شودیم ایجاد شدهادغام یتجمع

 ای مرتبطکاره -3

 ساختارهای مسئله حل برای مختلفی هایالگوریتم اخیر هایسال رد

 با پوشا درخت و t-spanner [15 ,16] مسئله نظیر متوازن درختی

 .است شدهارائه  [5] و درخت پوشای متوازن [17, 8]متوازن  درجه

موجود در زمینه حل مسئله  هایروشبه بررسی  در این بخش

 هایروش ترینمهم، 1جدول .پردازیممیدرخت پوشای متوازن 

 . دهدمیدر این زمینه، را نشان  شدهارائه

 برای حل مسئله شدهارائه هایروشاز جدیدترین و بهترین  یکی

در سال  توسط محرم و مرسی شدهارائهوش ، ردرخت پوشای متوازن

. در روش پیشنهادی توسط محرم و مرسی، مسئله [5] است 2017

ئله درخت زیر مس سهدرخت پوشای متوازن در قالب ساختارهای 

مسیر  ترینکوتاهدرخت  (،MSTC) 4پوشای کمینه محدود شده

حداقل حداکثر  با ( و مسئله درخت پوشاCSPT) 5محدود شده

. در مسئله ( مورد بررسی قرار گرفته استMMST) 6کشش

CMST هدف پیدا کردن درخت پوشایی است که حداکثر فاصله ،

به طوری که وزن درخت بدست  تا ریشه درخت کمینه باشدرئوس 

بت( برابر وزن درخت پوشای کمینه ر ثامقدا 𝐶) 𝐶آمده حداکثر 

، به دنبال درخت پوشایی با وزن کمینه است CSPTمسئله  .باشد

به طوری که حداکثر فاصله رئوس تا ریشه درخت بدست آمده 

حداکثر فاصله رئوس تا ریشه درخت  برابر مقدار ثابت𝐶 (𝐶 )حداکثر 

ا با به دنبال درخت پوش MMSTمسئله مسیر باشد.  ترینکوتاه

 . استکشش حداقل فاکتور 

ضمن دریافت  [5]ه شده توسط محرم و مرسی ارائروش  در

ازن را یکی از اهداف مسئله درخت پوشای متوپارامترهای مرتبط، 

و با استفاده از الگوریتم ژنتیک به دنبال بهینه  گیردمی در نظرثابت 

، محدودیت و کاستی این روش از درواقعکردن هدف دیگر است. 

طرف متوجه آن است که مسئله درخت پوشای متوازن را به یک

 یلتبد هایروش در. کندتک هدفه حل میمحدود شده و صورت 

 یات فضااز اطلاع برخیبه اجبار  فه،هدتک مسئله یکمسئله به 

 ینمسئله چند یدمشکل با ینحل ا یکه برا رودمی از دست جستجو

 ینچنچندهدفه  هایروش یاست. ول یرگوقت یاربس که بار حل شود

دیگر این روش تنها  از طرف .باشندیم یعسر یارو بس ی ندارندمشکل

برای کاربر وجود  گیرید که امکان تصمیمرا به همراه دار حلراهیک 

گیرندگان برای که در مسائل واقعی، غالباً تصمیمیدرحال، ندارد

 . [6]حل نیاز دارندی راهنمونهگیری بهتر، به چندین تصمیم

 𝛼سعی در کاهش ضرایب  اندشدهارائهتاکنون های اگر چه الگوریتم

در مورد تعیین دارند، اما نیاز به تعریف پارامتر اولیه و دانش قبلی 𝛽 و

دارند. این تعریف پارامتر در  𝛽 و 𝛼اهمیت نسبی هر یک از ضرایب 

توان با حل مسئله به روش نتایج مسئله تأثیرگذار است. می

چندهدفه این امکان را فراهم کرد که نه تنها چندین جواب را به 

تری بدون نیاز به تعریف های مناسببلکه جواب همراه داشته باشد

هدفه این امکان را فراهم های چندانتخاب گردد. الگوریتم پارامتر

زمان تمامی اهداف مسئله بهینه شود و سازند که به طور هممی

 .[19, 18]نباشد  گونه پارامتر اولیهنیازی به تعریف هیچ

ساخت برای نامغلوب  سازیمرتببا الگوریتم ژنتیک  -4

 درخت پوشا متوازن

الگوریتم پیشنهادی در این مقاله یک الگوریتم چندهدفه تکاملی 

برای مسئله درخت پوشای متوازن  NSGA-IIمبتنی بر الگوریتم 

زمان وزن درخت پوشا در تواند به طور هماست. این الگوریتم می

چنین مجموع فواصل رئوس تا ریشه گراف را به حداقل برساند، هم

 به طور کلی روند الگوریتمکاهش دهد.  مسیر ترینکوتاهرا در درخت 
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 شده برای مسئله درخت پوشای متوازنارائه هایروشی بندطبقه: 1جدول 

 معیارهای مدنظر روش حل مسئله نویسندگان سال
استفاده از 

 رویکرد تکاملی

نیاز به تعیین 

 پارامتر اولیه

1983 
کومار و -بهارات

 [20] *ژافه

 استفاده از فرمول تقریبی:

βαاگر  ≥ 𝜃(𝑛)  نسبت مجموع فاصله ریشه تا تمامی رئوس درخت به ،

𝑐√𝑚ترین مسیر مجموع فاصله رئوس تا ریشه در درخت کوتاه = 

 ✓  فاصله

1991 
کونگ و 

 [21] **همکاران

 استفاده از فرمول تقریبی:

+ 1)اع حداکثر  با شع ی کمینهپیدا کردن درخت پوشا  𝜖) ·  𝑅. 
 ✓  وزن و شعاع

1992 
کونگ و 

 [22]**همکاران

 استفاده از فرمول تقریبی:

+ 1)پیدا کردن درخت پوشا با شعاع حداکثر   𝜖) ·  𝑅   ،𝛽 = 1 + 2/ϵ 
 ✓  وزن و شعاع

1992 
آورباچ و همکاران 

[23] 
 فاده از فرمول تقریبی:است

β =  1 + 4/(α − 1) 
فاصلهو  وزن   ✓ 

1995 
خولر و همکاران 

[12] 
 استفاده از فرمول تقریبی:

  β =  1 + 2/(α − 1) 
 ✓  وزن و فاصله

2010 
آووخ و میرجلیلی 

[24] 
 کلاسیک برای حل مسائل چندهدفههای مبتنی بر روش

فاصله، وزن گره و انرژی 

 باقیمانده
 ✓ 

2015 
محرم و مرسی 

[25] 
 ✓ ✓ وزن و فاصله مبتنی بر الگوریتم ژنتیک به صورت تک هدفه

2017 
محرم و مرسی 

[5] 
هوزن و فاصل مبتنی بر الگوریتم ژنتیک به صورت تک هدفه  ✓ ✓ 

2018 
آلفرت و همکاران 

[26] 
 ✓  وزن و فاصله (اردوزنی کلاسیک برای حل مسائل چندهدفه )مجموع هاروشمبتنی بر 

   * 𝑐  مقدار ثابت و𝑚 = |𝑉| − 1 ،     

**  R  ،حداقل مقدار شعاع درخت𝜖 > 0 

 

 

از طریق  ه،یاول تیجمعابتدا پیشنهادی به این ترتیب است که 

جمعیت اولیه سپس  .رندیگیمقدار م یاکتشافو ی تصادفمقداردهی 

با هر مرحله،  رد. گردندمیارزیابی  تعیین شدهبر اساس توابع هدف 

د ایجاد جمعیت جدیجهش  عملگرهای انتخاب، ترکیب و اعمال

برای نسل بعدی بر   هاحلراهو انتخاب  سازیمرتب سپس. شودمی

فلوچارت مربوط . شودمیاساس مفهوم غلبه و فاصله ازدحام انجام 

در ادامه است.  شدهدادهنشان  (2به الگوریتم پیشنهادی در شکل )

 گردد.ئیات بیشتر بیان میانجام الگوریتم با جزمراحل اصلی 

 کد کردن کروموزوم -4-1

های قدم در هنگام استفاده از الگوریتم یند کردن کروموزوم اولک

در  پوشادرختان  یکدگذار یبرارایج است. سه روش  یتکامل

بر  یمبتن یکدگذار شامل شودمیاستفاده  یکیهای ژنتالگوریتم

، و [29]بر گره  یمبتن ی، کدگذار[28, 27]مشخص  یبردارها

از مطالعات نشان  در بسیاری. [30, 5] یالبر اساس  یکدگذار

 یروش برا ینترمناسب یالبر  بتنیم یکه کدگذار شده استداده

. از [5] است یالاز وزن  یناش مسائل یبرا پوشانشان دادن درختان 

استفاده شده  مبتنی بر یال یمطالعه از روش کدگذار یندر ااین رو 

ها بیانگر یک درخت پوشا هر یک کروموزوم که یاست به طور

𝑉مل باشد که شامی − ی مربوط به هاهرکدام از ژنیال است.  1

گراف   الف(-3شکل ). دارنداختصاص  یال از گراف یکبه  کروموزوم

𝐺  درخت پوشای   ب(-3دهد. شکل )نشان می یال را 6رأس و  5با

ج( نحوه کدگذاری -3دهد. در شکل )یال را نشان می 4با  𝐺گراف 

 دهد.میبر اساس یال برای زیرگراف را نشان 

 تیجمع هیاول یمقدارده -4-2

 یهاتمیدر الگور تیجمع کی هیاول یمقدارده یبرا یروش اصل ود

 ی. در روش مقداردهشدبایم یو اکتشاف یتصادف هایروش یتکامل

 یمقدارده یکاملاً تصادف یهاحلبا راه هیاول تیجمع ،یتصادف هیاول

 تی(، جمعی)ابتکار یاکتشاف هیاول ی. در روش مقداردهگرددیم

 یمتناسب با مسئله مقدارده یاکتشاف هایروشبا استفاده از  هیاول

 .گرددیم
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 فلوچارت الگوریتم پیشنهادی: 2 کلش

 

 

 

استفاده شده است.  یبه همراه تصادف یمقاله از روش اکتشاف نیدر ا

 باشد،یدرخت پوشا م کیجا که هر کروموزوم نشان دهنده از آن

کروسکال و  تمیاز الگور یورژن تصادف کیمقاله از  نیدر ا نیبنابرا

 یبرا جکسترایدا تمیاز الگور آمدهبدست  ریمس ترینکوتاهدرخت  کی

منجر  ینوع مقدارده نیاستفاده شده است. ا هیاول یهاحلراه جادیا

به صورت  تیجمع یاعضا هی. بقگرددیم تمیالگور یاجرا عیبه تسر

 یبه صورت تصادف 𝑢صورت که گره  نی. به اشوندیم جادیا یتصادف

به تصادف  𝑣 گرهآن گره،  هیهمسا یهاگره نیو از ب شودیانتخاب م

که  ییهامجموعه گره نیبکه آن گره در  یبه طور شودیانتخاب م

𝑣) اند نباشدتاکنون انتخاب شده ∉ 𝑉(𝑇) مربوط به  الی(. سپس

اضافه  یتا زمان هاالی. گرددیاضافه م رگرافیز هاالیآن به مجموعه 

𝑉 تر از ها کمکه تعداد آن گرددیم − نشان داد که  توانیباشد. م1

𝑉درخت با  کی( 𝑇حاصل ) رگرافیز −  تمیلگورگره است. در ا 1

نود درگراف  نیاول ریمس ترینکوتاهدرخت  شهیفرض شده است ر

 است. 

 توابع هدف -4-3

لگوریتم پیشنهادی از دو تابع هدف شامل مجموع وزن درخت پوشا ا

در درخت پوشای انتخاب شده در  𝑟 یشهرئوس تا رو حداکثر فاصله 

در کند. گراف برای دستیابی به درخت پوشای متوازن استفاده می

 گردد.ادامه هر یک از اهداف با جزئیات بیشتر بیان می

به منظور دستیابی به  وشا(: تابع هدف اول )مجموع وزن درخت پ

های انتخاب شده توسط هر درخت پوشای کمینه، مجموع وزن یال

 

 )ب(   )الف(        

 

 )ج(

. دهدیرا نشان م Gگراف  )الف(نحوه کد کردن کروموزوم. : 3 شکل

و  هاالی )ج(. دهدیمربوط به درخت پوشا را نشان م رگرافیز ب()

 .دهدیم شیمربوط به آن را نما ینحوه کدگذار

 

 

 

محاسبه توابع هدف شامل مجموع وزن 

درخت پوشا و حداکثر فاصله رئوس تا 

 (3-4ریشه )بخش 

  انتخاب سازی نامغلوبمرتب

عملگر ترکیب 

 (4-4)بخش 

     عملگر جهش

 (5-4)بخش 

محاسبه توابع هدف جمعیت فرزندان 

شامل مجموع وزن درخت پوشا و حداکثر 

 (3-4فاصله رئوس تا ریشه )بخش 

ترکیب جمعیت والد و 

 فرزندان

سازی نامغلوب و مرتب

 محاسبه فاصله ازدحام
 

 بله

 خیر

زگرداندن جبهه پارتو با

 نهایی

 

فرد از  𝑁𝑝𝑜𝑝 انتخاب 

 )نخبه گرایی(جمعیت 

شرط توقف 

 برقرار است؟

تولید جمعیت اولیه به اندازه 

𝑁𝑝𝑜𝑝  صورت تصادفی )به

 و اکتشافی(
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شود. الگوریتم کروموزوم به عنوان تابع هدف اول در نظر گرفته می

( تابع هدف 1ف دارد. رابطه )سازی این تابع هدسعی در حداقل

 هایمجموعه یال 𝐸𝑇دهد که مجموع وزن درخت پوشا را نشان می

نیز وزن  𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑒𝑇)حل است. درخت پوشای مرتبط با هر راه

 دهد.هر یال در درخت را نشان می

𝑂𝑓1 =  ∑ 𝑤𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑒𝑇)𝑒𝑇∊𝐸𝑇
    (1)  

در درخت پوشا(:  rتا ریشه اکثر فاصله رئوس تابع هدف دوم )حد

هدف دوم به منظور دستیابی به درخت پوشای متوازن به دست 

است. بدین منظور فاصله  𝑟مسیر از ریشه  ترینوتاهکآوردن درخت 

سازی شود. الگوریتم سعی در حداقلمحاسبه می 𝑟هر رأس تا ریشه 

ت آوردن تابع هدف ( نحوه به دس2این تابع هدف دارد. در رابطه )

باشد. های گراف میمجموعه رأس 𝑉 ،سوم آمده است. در این رابطه

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑣, 𝑟) هر رأس  فاصله𝑣  تا ریشه است. ریشه درخت

جا تواند توسط کاربر تعیین گردد ولی در اینمسیر می ترینکوتاه

 شود.اولین نود وارد شده به عنوان ریشه فرض می

𝑂𝑓2 = 𝑚𝑎𝑥𝑣∊𝑉 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒(𝑣, 𝑟)   (2                         )  

 ترکیب -4-4

ر الگوریتم پیشنهادی انتخاب والدین برای انجام عمل ترکیب به د

مختلفی  هایروشصورت تصادفی صورت گرفته است. به طور کلی 

برای انجام ترکیب وجود دارد. در این الگوریتم از رویکرد ترکیب 

 [5]در مرجع محرم و مرسی  شدهارائهای مشابه روش نقطه چند

به  𝑇2و 𝑇1استفاده شده است. به این صورت که ابتدا دو کروموزوم 

های مربوط به هر شوند و بر اساس یالمی ادفی انتخابصورت تص

𝐸1 درخت دو مجموعه = 𝐸(𝑇1) − 𝐸(𝑇2)  و𝐸2 = 𝐸(𝑇2) −

𝐸(𝑇1)   شود. فرض کنید تعریف می𝑡 =  |𝐸1|  =  |𝐸2|  یک ،

,1]در بازه  𝑘عدد تصادفی  𝑡] شود. یک زیر مجموعه تولید می𝑘 

𝐸1 تایی به نام 
شود و اضافه می 𝑇2شود و به انتخاب می 𝐸1از  ′

𝑇1 زیرگراف  
𝑇1 آید. واضح است که به دست می′

دور است  𝑘شامل  ′

𝐸1های که یکی از یال
باشد. برای حذف دورها، به نیز در آن می ′

)به صورت تصادفی( به  های موجود در دورازای هر دور یکی از یال

گردد. این رویه برای  به دست ه حذف میر از یال جدید اضافه شدغی

 𝑇2و 𝑇1شود به این صورت که نقش ر میآوردن فرزند دیگر نیز تکرا

( روند انجام فرآیند ترکیب قابل 4. در شکل )[5]شود عوض می

که برای ترکیب  𝑇2و 𝑇1مشاهده است. در مرحله اول دو درخت 

هایی که در شده است. در مرحله بعد یالنشان داده اندشدهانتخاب 

شده است. سپس از بین دو درخت باهم متفاوت است نمایش داده

ها اضافه شود و به درختها چند مورد به تصادف انتخاب مییال

ه ها با روش بیان شدگردد. در نهایت دور به وجود آمده در درختمی

 گردد.حذف می

 

 جهش -4-5

ژن  ینچند یا یکوالد و تغییر دادن  یکملگر جهش با انتخاب ع

. در ها داردحلنشده راه کشف فضای در جستجو در یآن، سع

ال از قبل تعیین شده الگوریتم پیشنهادی عملگر جهش با یک احتم

𝑝𝑚 گردد. روش کار به این صورت است بر روی جمعیت اعمال می

گردد. سپس یک ها به صورت تصادفی انتخاب میحلکه یکی از راه

تر کم 𝑝𝑚شود، درصورتی که عدد تصادفی از عدد تصادفی تولید می

ر شود. اعمال عملگاعمال می𝑇 حلروی راهبود عملگر جهش بر 

 

 . 𝑇2و   𝑇1نحوه اعمال عملگر ترکیب بر روی والدهای : 4 شکل
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هایی که یک یال از بین مجموعه یال جهش به این صورت است که

𝐸حل وجود ندارد )در درخت پوشای مربوط به راه −  𝐸𝑇 انتخاب )

ایجاد  ′𝑇گردد و فرزند جدید شود و به درخت پوشا اضافه میمی

گردد ایجاد می  ′𝑇شود. بدیهی است که یک دور در زیرگرافمی

ور به غیر از یالی های موجود در دور یکی از یالسپس برای حذف د

 گردد.حذف می ′𝑇که به تازگی اضافه شده به تصادف از زیرگراف

 یابیارز یجنتا -5

و  7/3 یتونافزار پااز نرم یشنهادیپ یتمالگور سازییادهپ رایب

 یبر رو یشنهادیپ یتماستفاده شده است. الگور networkxکتابخانه 

در این قرار گرفته است.  یشمورد آزما یتصادف یهاگراف مجموعه

شود. های مورد استفاده پرداخته میبخش ابتدا به معرفی نمونه گراف

و الگوریتم  مورد مقایسه هایالگوریتمی سپس نحوه تنظیم پارامترها

زیر گردد. در ج مطلوب بیان میبرای دستیابی به نتایپیشنهادی 

حداکثر تعداد  های اندازه جمعیت ونحوه تنظیم پارامتربخش سوم 

. در زیر بخش چهارم گیردمیارزیابی توابع هدف مورد بررسی قرار 

های حل. درنهایت راهگیردمیعملکرد الگوریتم مورد بررسی قرار 

در  CMST الگوریتمتوسط الگوریتم پیشنهادی با  آمدهدستبه

خولر و همکاران  الگوریتم ارائه شده توسط، [5]مرجع محرم و مرسی 

حلی که توسط جستجوی کامل درختان حل بهینه )راهراهو  [12]

 . گیردمیرد مقایسه قرار آید( موپوشای گراف به دست می

 های گرافنمونه -5-1

تصادفی ی، از چند نمونه گراف پیشنهاد یتمالگور یابیارز ه منظورب

ها با استفاده از رویکرد اردوس و استفاده شده است. این نمونه

که هر یال بین دو گره به صورت مستقل با احتمالی بین  [11] رنی

𝑝 ∊ شوند. برای یافتن درخت پوشا در یک گراف ایجاد می [0,1]

ها همبند زم است گرافها در آن وجود داشته باشد، لاکه تمامی گره

طوری  𝑝ها همبند هستند باشد. برای اطمینان از این که گراف

𝑝شود که انتخاب می ≫  
log 𝑛

𝑛
 گراف ابتدا ایجاد یک یبراباشد.  

با احتمال  هر یک از جفت گره. سپس شودایجاد می یگراف خال یک

𝑝  با  یتصادف های. در این مقاله گراف[31]شود به هم متصل می

به صورت  هایالو وزن  یدتول 200و  150، 100، 50، 10ی هااندازه

 . شودیم یینتع 100تا  1محدوده  در یتصادف

های بزرگ ها با اندازهحل بهینه برای گراف، یافتن راه5-5در بخش 

 پذیرامکانها به دلیل رشد تعداد درختان پوشا با افزایش تعداد گره

تر شامل گراف با های کوچکها با اندازهنیست. بدین منظور از گراف

 استفاده شده است. 20و  15، 10، 6های عداد گرهت

، یالگره، تعداد تصادفی شامل  هایگراف، مشخصات نمونه 2 جدول

 وزن درخت پوشای کمینه و حداکثر فاصله رئوس تا ریشه مربوط به

 .دهدمیهر یک را نشان 

 

 تنظیم پارامترها -5-2

جواب  به یتمممکن است در نحوه رسیدن الگور پارامترهاعیین ت

تواند مختلف از پارامترها می هایترکیب مناسب تأثیر داشته باشند.

، 3جدول .ها شودحلاز راه یوجود آمدن تنوع مختلفباعث به

مورد  هایالگوریتمو سایر  الگوریتم پیشنهادیمربوط به ی پارامترها

ی الگوریتم . پارامترهادهدمینشان  مقایسه در این تحقیق را

و با تأسی از مرجع محرم و آزمون و خطا  یقراز ط پیشنهادی

پارامترهای مناسب در ادامه نحوه انتخاب . اندشده، تنظیم [5]مرسی

تعداد ارزیابی توابع هدف شرح داده  حداکثرمعیت و تعداد جبرای 

 .شودمی

 

 ی گراف.هانمونهمشخصات : 2 جدول

 
تعداد 

 گره

تعداد 

 یال

وزن درخت 

پوشای 

 کمینه گراف

کثر فاصله رئوس تا حدا

 نیترکوتاهریشه درخت 

 مسیر گراف

1 6 12 137 68 

2 10 36 131 47 

3 15 77 195 71 

4 20 159 134 52 

5 50 642 338 47 

6 100 1065 549 41 

7 150 2513 636 34 

8 200 4414 598 26 

 

 

 

 ی مورد مقایسههاتمیالگورپارمترهای : 3جدول

امترهاخصوصیات و پار الگوریتم  

روش خولر و 

  همکاران
β =  1 + 2/(α − 1) 

روش محرم و 

مرسی 

(CMST) 

 n، تعداد جمعیت = 300ها = حداکثر تعداد نسل

 2/0،  نرخ جهش = 9/0نرخ ترکیب = 

V=   هاژنتعداد  − ,0]، ارزش ژن ها = در بازه 1 E] 

روش 

 پیشنهادی

 معیار خاتمه= حداکثر تعداد ارزیابی توابع هدف

 ،  nت = تعداد جمعی

 2/0،  نرخ جهش = 9/0نرخ ترکیب = 

Vتعداد ژن ها =   − ,0]ژن ها = در بازه  ، ارزش1 E] 
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 100تأثیر تعداد ارزیابی های توابع هدف مختلف بر نتایج گراف با : 8 شکل

  گره

 

 

تعداد ارزیابی توابع حداکثر و  تأثیر اندازه جمعیت -5-3

  هدف

ر این زیر بخش تأثیر اندازه جمعیت و حداکثر تعداد ارزیابی توابع د

 پارتو بدست آمده توسط الگوریتم پیشنهادی جبههبر روی هدف 

 جمعیت،اندازه مناسب  نییبه منظور تع. گیردمیمورد بررسی قرار 

، 𝑛 ،𝑛/3 ،2𝑛/3 ،4𝑛/3√ تیبا اندازه جمع یشنهادیپ تمیالگور

5𝑛/3، 𝑛، 2𝑛 ،7𝑛/3 ،8𝑛/3 ،𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 مورد ارزیابی قرار گرفت 

برای تعیین مقدار پارامتر حداکثر  است. گرافاندازه  𝑛 که در آن

مورد  106و  105، 104الگوریتم با مقادیر  ،تعداد ارزیابی توابع هدف

و تعداد  هاجمعیتبا انجام شده  هایارزیابیارزیابی قرار گرفت. 

اعمال  100 و 50 هایاندازهبا گراف بر روی  مختلف هایارزیابی

 (. 8تا  5)شکل  گردید

سط الگوریتم پیشنهادی پارتو بدست آمده تو هایجبهه 6و  5شکل 

 جبهه)  𝑛 با اندازه که جمعیت دهدمینشان را در اجراها مختلف 

نسبت به سایرین بهتر عمل کرده است و پارتو قرمز رنگ( 

بدست آمده  𝑛که توسط الگوریتم با تعداد جمعیت  هاییحلراه

به عنوان  𝑛بنابراین مقدار . کندمیغلبه  هاحلراهبر سایر تقریباً 

 .شودمیپارامتر تعداد جمعیت درنظر گرفته 

 هایاندازهپارتو مربوط به گراف با  هایجبههه ترتیب ب 8و  7شکل 

. نتایج دهدمینشان  مقادیر مختلفمعیار خاتمه با  بارا  100و  50

 106و  105 مقادیربا  پارتو بدست آمده جبهه که حاکی از آن است

معیار خاتمه با  کهاز آن جایی. ندارد با یکدیگرتفاوت چندانی 

به زمان اجرای کمتری نیاز دارد،   105هدف  حداکثر ارزیابی تابع

 .شودمیبه عنوان پارامتر مورد نظر درنظر گرفته  105مقدار 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 گره. 100تأثیر اندازه جمعیت بر نتایج گراف با : 6 شکل

 

 
 گره. 50تأثیر اندازه جمعیت بر نتایج گراف با : 5 شکل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 50تعداد ارزیابی های توابع هدف مختلف بر نتایج گراف با  تأثیر: 7 شکل

  گره
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 رسی عملکرد الگوریتم پیشنهادی بر -5-4

های گراف ر این بخش عملکرد الگوریتم پیشنهادی بر روی نمونهد

 آمدهدستبهپارتو  جبهه (9) شود. شکلتفاده نشان داده میمورد اس

را   200و  150، 100، 50، 10ی هابا اندازه یتصادف هایبرای گراف

پارتو  جبههدهد. نقاط آبی رنگ در شکل مربوط به نشان می

توسط الگوریتم پیشنهادی است. ستاره قرمز رنگ  آمدهدستبه

ای که حداکثر فاصله رئوس تا ریشه در درخت مختصات نقطه

است و درخت پوشای کمینه مرتبط با آن را نشان  مسیر ترینکوتاه

طول و عرض مربع سیاه رنگ به ترتیب مجموع وزن درخت دهد. می

پوشای کمینه و حداکثر فاصله رئوس تا ریشه مرتبط با درخت 

دهد. را نشان می آمدهدستبهمسیر در درخت پوشا  ترینکوتاه

ها از گرافشود الگوریتم توانسته است برای هریک مشاهده می

که کاربر بر  گرددمیامر موجب  این ؛آورد به دستحل چندین راه

مسیر از اهمیت بیشتر برخوردار است  ترینکوتاهاساس نیازش )که 

 ها را انتخاب نماید. از طرفیحلیا درخت پوشا کمینه( یکی از راه

فاصله  از ویژگی گیریبهرهبه دلیل  NSGA-IIاستفاده از الگوریتم 

 شده است. پارتو جبهه بر واقع یهاحلراه تنوع حفظ منجر به امازدح

حل حاصل با راه توسط الگوریتم پیشنهادی آمدهدستبههای حلراه

 است. مقایسه شدهمسیر و درخت پوشا کمینه  ترینکوتاهاز درخت 

 اندتوانستهی بدست آمده هاحلراهکه  دهدمینشان  هامقایسه

 ترینکوتاهرخت پوشای کمینه و درخت مصالحه خوبی را بین د

فاصله رئوس تا  حداکثر،  نسبت 8تا  4جداول آوردند.مسیر بدست 

رئوس تا ریشه درخت  فاصله حداکثرریشه درخت پوشای منتخب به 

( و نسبت مجموع وزن درخت پوشای منتخب αمسیر ) ترینکوتاه

 متناسب با هر کدام از( βبه مجموع وزن درخت پوشای کمینه )

دهد. پیشنهادی را نشان میتوسط الگوریتم  آمدهدستبههای حلراه

به ترتیب مجموع وزن درخت پوشا و  »فاصله«و  مقادیر»وزن«

فاصله رئوس تا ریشه آن را برای درخت پوشا منتخب نشان  حداکثر

  دهد. می

 

 

 

 

 

های به دست آمده توسط حلمقادیر توابع هدف برای راه :4 جدول

 گره 10الگوریتم پیشنهادی برای گراف با 

(β) دومتابع هدف  (α) اولتابع هدف   فاصله وزن  

161 47 1 229/1  

145 51 085/1  107/1  

140 56 191/1  069/1  

132 63 34/1  008/1  

131 64 362/1  1 

 

 

 

 

های به دست آمده حلمقادیر توابع هدف برای راه :5 جدول

 گره 50توسط الگوریتم پیشنهادی برای گراف با 

   فاصله وزن
 تابع هدف اول

(α) 
(β) دومتابع هدف   

438 47 1 629/1  

420 48 021/1  243/1  

391 54 149/1  157/1  

375 57 213/1  109/1  

370 60 277/1  095/1  

357 70 489/1  056/1  

340 72 532/1  006/1  

339 86 83/1  003/1  

338 94 2 1 

 

 

 

 

های به دست آمده توسط حلمقادیر توابع هدف برای راه :6 جدول

 هگر 100الگوریتم پیشنهادی برای گراف با 

(β) دومتابع هدف  (α) تابع هدف اول  فاصله وزن  

728 41 1 326/1  

717 42 024/1  306/1  

709 43 049/1  291/1  

700 44 073/1  275/1  

692 47 122/1  26/1  

691 52 146/1  255/1  

689 53 195/1  250/1  

686 55 268/1  224/1  

674 57 341/1  215/1  

672 61 39/1  013/1  

667 65 488/1  050/1  

556 68 585/1  004/1  

552 70 659/1  002/1  

550 90 707/1  1 
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 گره 200و  150، 100، 50، 10های ه گراف با اندازهتوسط الگوریتم پیشنهادی برای نمون آمدهدستبهپارتو  جبهه: 9شکل 
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 هاالگوریتمسایر مقایسه الگوریتم پیشنهادی با  -5-5

با  مورد نظر، الگوریتم پیشنهادی ه منظور نمایش کیفیت الگوریتمب

و  [5]مرجع محرم و مرسی در  CMST الگوریتم، بهینه حلراه

مورد مقایسه قرار   [12]خولر و همکاران  ه شده توسطالگوریتم ارائ

نزدیک به مقدار  βدر این بخش هدف بدست آوردن مقدار گرفت. 

β  بهینه برای یک مقدار ثابتα  .جایی که الگوریتم  از آناست

ی هاحلراهیکی از هر بار پیشنهادی دارای چندین جواب است، 

. شودمیمقایسه  هاروشسایر و با  گرددمیآمده انتخاب بدست 

های پوشای گراف تواند از طریق بررسی تمام درختبهینه می حلراه

. جستجوی کامل زمانی قابل [5])جستجوی کامل( به دست آید 

های اف بسیار کوچک باشد. زیرا تعداد درختاستفاده است که گر

ثال در یابد. برای مها افزایش میپوشا به سرعت با افزایش تعداد گره

درخت پوشا وجود دارد  nn−2گره، به تعداد  𝑛یک گراف کامل با 

، 10، 6های تر با اندازهکم هایها با تعداد گره. بنابراین از گراف[32]

 12تا  9گره برای این مقایسه استفاده شده است. جداول  20و  15

برای به دست آوردن  دهد.نتایج حاصل از این مقایسات را نشان می

 α مقادیرهر یک از برابر  α، مقدار هاروشسایر برای  βو  αمقادیر 

شود. سپس ه میگرفت در نظربرای الگوریتم پیشنهادی  مدهآدستبه

توسط  آمدهدستبهشود نتایج شود. مشاهده میمحاسبه می  βمقدار 

و  باشدمی هااز سایر روش بهتردر غالب موارد الگوریتم پیشنهادی 

بدست   βدر بیشتر موارد در واقع . است ترنزدیکبهینه  حلراهبه 

ایر حل بهینه برابر است؛ در سراهآمده توسط الگوریتم پیشنهادی با 

 بهینه بسیار نزدیک است.  حلراه  βبدست آمده به  حلراهد نیز موار

برای  تواندمیانجام شد،  βتمامی مراحلی که برای بدست آوردن 

نیز صورت گیرد؛ با این تفاوت که جای  αبدست آوردن و مقایسه 

α  وβ  که در نتایج مقایسه تفاوتی نخواهد داشت. کندمیتغییر 

 

 

های به دست آمده حلمقادیر توابع هدف برای راه :7 جدول

 گره 150توسط الگوریتم پیشنهادی برای گراف با 

(βدوم )تابع هدف  (α) تابع هدف اول  فاصله وزن  

914 34 1 437/1  

894 38 118/1  406/1  

888 39 147/1  396/1  

880 42 235/1  384/1  

877 44 294/1  379/1  

857 69 382/1  347/1  

852 71 029/2  340/1  

661 73 059/2  327/1  

646 75 088/2  016/1  

645 81 206/2  014/1  

644 84 471/2  013/1  

643 85 500/2  011/1  

642 90 647/2  008/1  

641 91 676/2  006/1  

639 92 706/2  005/1  

636 98 882/2  1 

 

 

 

 

های به دست آمده حلمقادیر توابع هدف برای راه :8 جدول

 گره 200توسط الگوریتم پیشنهادی برای گراف با 

(β) دومتابع هدف  (α) تابع هدف اول  فاصله وزن  

846 26 1 415/1  

844 28 077/1  411/1  

842 36 385/1  408/1  

837 37 423/1  400/1  

834 38 462/1  395/1  

183  40 538/1  390/1  

598 41 577/1  1 

 

 

های به دست آمده توسط الگوریتم حلمقایسه راه :9جدول

 گره 6ها برای و سایر الگوریتم پیشنهادی

𝜶 
β –

 بهینه

β –  روش

خولر و 

 همکاران

β – 
CMST 

β – روش

 پیشنهادی

1 759/1  - 9/1  759/1  

015/1  365/1  33/134  365/1  365/1  

265/1  088/1  547/8  365/1  088/1  

765/1  1 525/6  088/1  1 

 

 

 

 

های به دست آمده توسط الگوریتم حلمقایسه راه :10جدول

 گره 10ها برای و سایر الگوریتم پیشنهادی

𝜶 
β –

 بهینه

β –  روش

خولر و 

 همکاران

β – 
CMST 

β – روش

 پیشنهادی

1 229/1  - 229/1  229/1  

085/1  107/1  591/24  26/1  26/1  

191/1  069/1  471/11  189/1  069/1  

34/1  008/1  882/6  12/1  008/1  

362/1  1 525/6  1 1 
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 مان اجرای الگوریتم پیشنهادیز - 6

سایر زمان اجرای الگوریتم پیشنهادی و به مقایسه ابتدا ر این بخش د

. شودمیپرداخته مورد بررسی  هایگرافبرای  مورد مقایسهالگوریتم 

مورد ارزیابی پیچیدگی زمانی الگوریتم پیشنهادی بخش دوم زیر در 

 . گیردمیقرار 

 مورد بررسی ایهگرافزمان اجرا بر روی  -6-1

 هایزمان اجرای الگوریتم پیشنهادی بر روی گراف( 10) کلش

که در  طورهمان دهد.نشان می را ای مختلفهبا اندازه یتصادف

به طور کلی زمان اجرای الگوریتم  ،شودمیمشاهده ( 10) شکل

. یابدمیافزایش  گراف هاییالو  هاگرهبا افزایش تعداد  پیشنهادی

 هاالگوریتمسایر زمان اجرای الگوریتم پیشنهادی و  (11) شکلدر 

مورد  20و  15، 10، 6ی هابا اندازهتصادفی  هایگراف بر روی

 شودمیمشاهده  (11)که در شکل  طورهمان .گیردمیمقایسه قرار 

 هایجوابالگوریتم پیشنهادی قادر است در زمان به نسبت کمتری 

گراف  اندازهرد. هر چه نزدیک به بهینه و حتی بهینه بدست آو

 حلراهبرای بدست آوردن الگوریتم دقیق شود زمان اجرا  تربزرگ

و تفاوت در زمان اجرای  یابدمیبه صورت نمایی افزایش بهینه 

ن اجرای الگوریتم مبتنی بر زما خواهد بود. ترملموس هاالگوریتم

نسبت به الگوریتم پیشنهادی بیشتر است؛  (محرم و مرسیژنتیک )

این مسئله به این دلیل است که در این روش در هر مرحله تنها 

به جمعیت بعدی  کندمیکه شرایط مسئله را ارضا  هاییکروموزوم

 هایکروموزومدن تمامی که بررسی امکان پذیر بو شودمیاضافه 

 است.  برزمانجمعیت فرزندان کاری به نسبت 

 

 

 : زمان اجرای الگوریتم پیشنهادی 10کل ش

 

 

 هاالگوریتمسایر : مقایسه زمان اجرای الگوریتم پیشنهادی و 11شکل 

 

 تحلیل پیچیدگی زمانی -6-2

(، 𝑇) به تعداد اجراه طور کلی پیچیدگی زمانی الگوریتم پیشنهادی ب

پیچیدگی زمانی برای بدترین های توابع هدف و تعداد مقایسه
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مقایسه زمان های اجرای الگوریتم های مورد مقایسه

الگوریتم پیشنهادی روش بهینه محرم و مرسی

های به دست آمده توسط الگوریتم حلمقایسه راه :11جدول

 گره 15ها برای و سایر الگوریتم پیشنهادی

𝜶 
β –

 بهینه

β –  روش

خولر و 

 همکاران

β – 
CMST 

β – روش

 پیشنهادی

1 344/1  - 344/1  344/1  

860/1  125/1  256/24  130/1  130/1  

155/1  1 727/23  130/1  1 

 

 

 

 

های به دست آمده توسط الگوریتم حلمقایسه راه :12جدول

 گره 20ها برای و سایر الگوریتم پیشنهادی

𝜶 
β –

 بهینه

β –  روش

خولر و 

 همکاران

β – 
CMST 

β – روش

 پیشنهادی

1 351/1  - 4/1  351/1  

019/1  269/1  263/106  35/1  269/1  

097/1  114/1  619/21  23/1  114/1  

212/1  1 434/10  02/1  1 
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ته است. ، وابسکاررفتهبه NSGA-IIعملگرهایی که در الگوریتم 

 به شرح زیر است: الگوریتم هایبخشپیچیدگی هر کدام از 

  NSGA-IIسازی نامغلوب در الگوریتم پیچیدگی زمانی مرتب( 1

اندازه  𝑁تعداد اهداف و  𝑚. [14]است  𝑂(𝑚𝑁2)برای هر تکرار 

یعنی  هاگرهکه ما در این مسئله آن را برابر تعداد  باشدجمعیت می

𝑉  در این مسئله  .ایمگرفتهدرنظر𝑚 = بنابراین پیچیدگی  ت.اس 2

 خواهد بود. 𝑂(2|𝑉|2)این مرحله برابر 

 زیر است: کروموزوم شامل دو مرحله اصلی دو ( عملگر ترکیب2

خااب  • 𝑘  ( 𝑘انت ≤ |𝐸1|) عاه یاال از صاااورت  𝐸1 مجمو باه 

صاادفی  ضاافه کردن آن به  وت تفاوت  𝐸1چون  .𝑇2  :O(|𝐸1|)ا

شاااان دو درخات  هااییاالبین  بین  |𝐸1| بناابراین دهادمیرا ن

|𝑉|صاافر تا  − . بنابراین پیچیدگی زمان این بخش از مرتبه 1

O(|𝑉|) .است 

باه  مرحلاهپیچیادگی این  :𝑇2از  دور  𝑘حاذف حاداکثر   •  از مرت

𝑂((|𝑉| + |𝐸(𝑇2)|)( 𝑘 + سااات ((1 کاه  آناز  .[33] ا جاا 

شاااده   شاااتر از   𝑘درخت ایجااد  شاااا دارد و یال بی درخت پو

یان   نااابارا |𝐸(𝑇2)|با = |𝑉| − 1 + 𝑘  نایاممایو قاادار  دا  𝑘ما

|𝑉|حداکثر برابر  − هر عملگر  به ازای چنینهمخواهد بود.  1

. بناابراین پیچیادگی شاااودمیتکرار  دو باارترکیاب این فرآیناد 

𝑂(6|𝑉|2زمانی برای یک عملگر ترکیب برابر  − 4|𝑉|) .است 

𝑁حداکثر  به ازای زمانی عملگر ترکیب پیچیدگی به طور کلی =

|𝑉| ز مرتبه ا بار عمل ترکیب𝑂(|𝑉|3) .است  

 شامل دو مرحله اصلی زیر است:عملگر جهش  ( 3 

𝐸انتخاب یک یال از ) • −  𝐸𝑇 کردن به درخت پوشا( و اضافه  

𝐸𝑇 :𝑂(1). 

شاااده: • در این حاالات حاداکثر یاک دور ایجااد  حاذف دور ایجااد 

سات بنابراین زمان اجرا برابرشاده  |𝑂(2(|𝑉 ا + |𝐸𝑇|)) سات . ا

شاده که جا  از آن شاتر از درخت پوشاا درخت ایجاد  یک یال بی

|𝐸𝑇|  بناابراینو  دارد = |𝑉|. ن برای انجاام عمال حاذف براینااب

 نیاز است. 𝑂(3|𝑉|)دور به زمان 

 حداکثر به ازای عملگر جهشپیچیدگی زمانی  با توجه به موارد بالا،

𝑁 = |𝑉| در حالتی که عملگر جهش بر روی تمامی  بار عمل جهش(

 خواهد بود. 𝑂(|𝑉|2) از مرتبه اعضای جمعیت اعمال شود(

 فاز ارزیابی:پیچیدگی زمانی ( 4 

در هر تکرار پیچیدگی زمانی فاز ارزیابی شامل محاسبه وزن درخت 

. برای محاسبه پوشا و محاسبه حداکثر فاصله بین رئوس و ریشه است

های انتخاب شده با یکدیگر جمع وزن درخت پوشا تمامی وزن یال

های درخت برابر تعداد یال 𝐸𝑇باشد. یم 𝑂(𝐸𝑇)گردند که برابر می

پوشا منتخب است. در الگوریتم پیشنهادی حداکثر فاصله رئوس تا 

 کهازآنجاییریشه توسط الگوریتم دایجکسترا محاسبه گردید. 

پیچیدگی زمانی الگوریتم دایجکسترا در صورت استفاده از هیپ 

|𝑂(|𝐸𝑇 فیبوناچی  + |𝑉|𝑙𝑜𝑔|𝑉|) نی است. بنابراین پیچیدگی زما

|𝑂(|𝐸𝑇محاسبه حداکثر فاصله بین رئوس و ریشه  + |𝑉|𝑙𝑜𝑔|𝑉|) 
2𝑁خواهد بود. در هر تکرار حداکثر  = 2|𝑉|  تعداد کروموزوم ایجاد

که لازم است ارزیابی گردند. درنتیجه پیچیدگی زمانی فاز  شوندمی

|𝑂(2|𝑉|(|𝐸𝑇ارزیابی از درجه  + |𝑉|𝑙𝑜𝑔|𝑉|)) جا که است. از آن

𝐸𝑇 دانیم برابردرخت پوشا است و میهای تعداد یال|𝑉| − است  1

𝑂(2|𝑉|2به صورت توان آن را می + 2|𝑉|2𝑙𝑜𝑔|𝑉| − 2|𝑉|)) 
 .نوشت

عملگر ترکیب به  زمانی متعلقبدترین پیچیدگی  ا توجه به اینکهب

 𝑂(T|𝑉|3) زمان اجرا از مرتبه الگوریتم پیشنهادی دارای ، است

 . خواهد بود

 گیری و کارهای آیندهنتیجه -7

مسئله درخت  یبرا یچندهدفه تکامل یتمالگور یکپژوهش  ینر اد

انجام شده بر  هاییابیو ارز آزمایشی یج. نتاگردیدپوشا متوازن ارائه 

قادر  یشنهادیپ یتمالگورحاکی از آن است که  مجموعه آزمون، یرو

 یینتعنیاز به بدون  ،زمان اهداف مسئلههم سازیینهاست با به

 یتمالگور ینا ینهمچن را بیابد؛ یمطلوبی هاپاسخ یه،پارامتر اول

لذا . یدنماپارتو( را ارائه  جبههحل )نمونه راه ینچند تواندیم

هر  یری روش پیشنهادی در کاربردهای مرتبط ارجح است.کارگبه

تری نسبت چند الگوریتم پیشنهادی توانسته در زمان اجرای پایین

به طور کلی با  ولیکنحل مسئله را بیابد؛ ونه راهنم ،هابه سایر روش

 شیافزا یشنهادیپ تمیالگور یاندازه گراف، زمان اجرا شیافزا

 هاییکتکنتوان عملکرد یمبه عنوان ادامه پژوهش، . ابدییم

 نیچنهم بررسی نمود. ی را به منظور کاهش زمان اجراپردازش مواز

و  سازیپیاده یواقع ینمونهیک  برایی را شنهادیروش پ توانمی

  .ارزیابی گردد ،تحقیق در کاربرد جیتا نتا اجرا نمود
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